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引例
将二次曲面方程

2 2 25 5 8 10 4 4 3 2 3 2 0x y z xy xz yz x y       

化为标准方程并指出它表示什么曲面.

解 作线性变换 1 1 1
,

2 6 3
1 1 1

,
2 6 3

2 1
,

6 3

x x y z

y x y z

z y z

     

     



   


原方程化为 ，即 .
2 26 12 6 0y z x     2 22x y z    (椭圆抛物面)



引例

2 2 25 5 8 10 4 4 3 2 3 2 0x y z xy xz yz x y       

问题1 线性变换

1 1 1
,

2 6 3
1 1 1

,
2 6 3

2 1
,

6 3

x x y z

y x y z

z y z

     

     



   


问题2 上述线性变换能否保证图形的形状不改变？

二次型

是如何求出的？有没有一般的方法？



本章概要

二次型理论起源于解析几何中二次曲线和二次曲面的

化简和分类问题.

5.3 正定二次型 (二次型的分类)

5.1 二次型及其标准形

5.2 化二次型为标准形 (二次型的化简)
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第5.1节 二次型及其标准形



本节概要

1. 二次型的定义及其表示

2. 二次型的矩阵

1. 标准形的定义

2. 矩阵的合同

一、什么是二次型？

二、二次型的标准形



本节概要

1. 二次型的定义及其表示

2. 二次型的矩阵

1. 标准形的定义

2. 矩阵的合同

一、什么是二次型？

二、二次型的标准形



【定义】含有 n 个变量 x1, x2,…, xn的二次齐次多项式

1. 二次型的定义及其表示

例 (1) f (x, y)  x2  4xy 5y2 (2) f (x, y, z)  2x2  y2  xz yz

(3) f (x, y)  x2  y2 5                (4) f (x, y)  x2  y2  2x不是

是 是

不是

一、什么是二次型？

2 2 2
1 2 11 1 22 2

12 1 2 13 1 3 1, 1

( , , , )

2 2 2
n nn n

n n n n

f x x x a x a x a x

a x x a x x a x x 

   

   

 


称为 n 元二次型.

注：本章只考虑实二次型（即系数全为实数的二次型）.



一、什么是二次型？

2 2 2
1 2 11 1 22 2

12 1 2 13 1 3 1, 1

2
11 1 12 1 2 1 1

2
21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

)

2 2 2

( , , , n nn n

n n n n

n n

n n

n n n n nn n

f x x x a x a x a x

a x x a x x a x x

a x a x x a x x

a x x a x a x x

a x x a x x a x

 

   

   

   

   



   

 








令 aij = aji，则 2 aij xi xj = aij xi xj + aji xj xi ，于是

和式表示
1 1

n n

ij i j
i j

a x x
 

 

平方项

交叉项



一、什么是二次型？
1 2

2
11 1 12 1 2 1 1

2
21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

( , , , )

   

   



   

n

n n

n n

n n n n nn n

f x x x

a x a x x a x x

a x x a x a x x

a x x a x x a x








1 11 1 12 2 1( )n nx a x a x a x  
2 21 1 22 2 2( )n nx a x a x a x   

1 1 2 2( )n n n nn nx a x a x a x   

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2
1 2

1 1 2 2

( )

n n

n n
n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x
x x x

a x a x a x

   
    
 
 

   








11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

( )

n

n
n

n n nn n

a a a x

a a a x
x x x

a a a x

   
   
   
  
   
   





   



Tx Ax

实对称
矩阵

矩阵表示



一、什么是二次型？

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

( )

n

n
n

n n nn n

a a a x

a a a x
x x x

a a a x

   
   
   
  
   
   





   



Tx Ax

实对称阵为二次型 中平方项 的系数；iia 2
ixf

为二次型 中交叉项 的系数的一半.i ja
ji xxf

2 2 2
1 2 11 1 22 2

12 1 2 13 1 3 1, 12 2

( , , , )

2
n nn n

n n n n

f x x x a x a x a x

a x x a x x a x x 

   

   

 




二次型与对称矩阵之间存在一一对应关系

例1 求4元二次型 的矩阵表示.2 2 2
1 2 4 1 2 2 3 3 42 7 2 2 4f x x x x x x x x x     

2 3 1

3 1 0

1 0 1

 
   
  

A例2 求对称矩阵 所对应的二次型.

【定义】若二次型 f  = xTAx, 其中 A 为对称矩阵, 则称 A 为二次型

f 的矩阵, 称 f 为矩阵 A 的二次型, 称 R(A) 为 f 的秩.

2. 二次型的矩阵
一、什么是二次型？



本节概要

1. 二次型的定义及其表示

2. 二次型的矩阵

1. 标准形的定义

2. 矩阵的合同

一、什么是二次型？

二、二次型的标准形



1. 标准形的定义
二、二次型的标准形

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y

x c y c y c y

x c y c y c y

   
    


    







对于二次型 , 主要问题之一是寻找可逆的线性变换1 2( , , , )nf x x x
【定义】 只含平方项的二次型称为二次型的标准形.

使二次型只含平方项，即化为标准形

k1 y1
2 + k2 y2

2 + … + kn yn
2



二、二次型的标准形

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y

x c y c y c y

x c y c y c y

   
    


    







对于二次型 ，寻找可逆的线性变换1 2( , , , )nf x x x

使二次型只含平方项，即化为标准形

k1 y1
2 + k2 y2

2 + … + kn yn
2

记线性变换为 x = C y ，则

f = xTAx = (C y)T A (C y) = yT (CTAC) y



【定义】设 A, B 为 n 阶方阵, 若存在可逆矩阵 C, 使得:

CTAC  B

则称矩阵 A 与 B 合同 .

2. 矩阵的合同
二、二次型的标准形

 若 A 为对称矩阵,  且 A 和 B 合同，则

 R(B) = R(A) ．

即若 A 为对称矩阵，则 B 也为对称矩阵．

BT = (CTAC)T = CTAT (CT)T = CTAC = B



2. 矩阵的合同
二、二次型的标准形

 若 A 为对称矩阵,  且 A 和 B 合同，则

BT = (CTAC)T = CTAT (CT)T = CTAC = B

即若 A 为对称矩阵，则 B 也为对称矩阵．

 R(B) = R(A) ．

记线性变换为 x = C y ，则

f = xTAx = (C y)T A (C y) = yT (CTAC) y

经过可逆变换后，二次型 f 的矩阵由 A 变为与 A 合同的

矩阵 CTAC，且二次型的秩不变．



前提 关系 定义 相互关系 秩的关系
A、B为
同型矩阵

A与B等价 存在可逆阵P, Q, 使得: PAQ =B
P, Q互逆时, 相似

P, Q互为转置时, 合同

R(A)=R(B)
A、B为
同阶方阵

A与B相似 存在可逆阵P, 使得: P1AP =B
必等价

P为正交阵时, 合同

A与B合同 存在可逆阵P, 使得: PTAP =B
必等价

P为正交阵时, 相似

《线性代数》中三种矩阵关系总览表

二、二次型的标准形



谢谢！

线性代数
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第5.2节 化二次型为标准形



一、正交变换法

二、配方法

本节概要

本节主要考虑如下问题：

 是否每个二次型都能通过可逆线性变换化为标准形？

 若一个二次型可通过可逆线性变换化为标准形，请给出所用

的可逆线性变换及所得到的标准形.



一、正交变换法

二、配方法

本节概要



一、正交变换法
若二次型 f  经过可逆变换 x = C y 变为标准形，即

Tf x Ax T( ) ( )Cy A Cy TT ( )y yC AC
2 2 2

1 1 2 2 n nk y k y k y   

22

1

1

1

2( )

n

n

n

y

k
y

k

k

y
y y

y


 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 


 

化二次型为标准形转化为：对实对称阵 A，寻找可逆矩阵 C，

使 CTAC 为对角矩阵（实对称阵合同对角化）.

x = C y 



对实对称矩阵 A，如何寻找可逆矩阵 C,  使得 CTAC  Λ?

一、正交变换法

定理4.4.3 设 A 为 n 阶实对称矩阵，则必有正交矩阵 P，使得

P −1AP = PTAP = L = diag(l1 , l2 , … , ln )，

其中l1 , l2 , … , ln 是 A 的 n 个特征值.

Tf x Ax T( ) ( )Py A Py T T( )y P AP y

1 1

2 2
1 2( )n

n n

y

y
y y y

y

l
l

l

  
   
   
  
   
   


 

2 2 2
1 1 2 2 .n ny y yl l l   

x = Py



对实对称矩阵 A，如何寻找可逆矩阵 C,  使得 CTAC  Λ?

【定理】任给二次型 , 总有正交变换 x = Py , 

使 f 化为标准形:

这里 l1,l2,…,ln 是二次型 f 的矩阵 A 的全部特征值.

一、正交变换法

T

, 1

n

ij i j
i j

f a x x


  x Ax

2 2 2
1 1 2 2 n nf y y y   l l l

定理4.4.3 设 A 为 n 阶实对称矩阵，则必有正交矩阵 P，使得

P −1AP = PTAP = L = diag(l1 , l2 , … , ln )，

其中l1 , l2 , … , ln 是 A 的 n 个特征值.



一、正交变换法
例 将二次型

通过正交变换 化成标准形.

解

x P y

  323121
2
3

2
2

2
1321 4844,, xxxxxxxxxxxxf 

二次型 f 的矩阵为





















124

242

421

A

则A的特征值为 .4,5 321  lll

   45

124

242

421
2 





 ll
l

l
l

lEAA的特征多项式为



一、正交变换法

得 的基础解系0)5(  xEA

当 时，
4 2 4 1 1 2 1

5 2 1 2 0 0 0

4 2 4 0 0 0

A E

     
           
        

521  ll

1 2

1 2 1

1 , 0

0 1

    
       
   
   

 

对其进行 Schmidt 正交化，再单位化，得

1 2

1 4
1 1

2 , 2
5 3 5

0 5

    
        
   
   

p p



一、正交变换法

当 时，3 4l  

得 的基础解系 ,0)4(  xEA 单位化得 .








































000
2

1
10

101

524

282

425

4EA

 3 1,1 2 ,1
T

3

1
2,1, 2

3
T （ ）p

1 2 3( )P p p p令 ，则经正交变换 可将 化为标准形x P y f

2 2 2
1 2 35 5 4 .f y y y  



一、正交变换法
正交变换法化二次型为标准形可保持图形的几何形状不变．



一、正交变换法

二、配方法

本节概要



二、配方法(拉格朗日法)
⑴ 平方项系数不全为0

例 用配方法将下列二次型化为标准形.

解

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( ) 5 10 4 2 2f x ,x ,x x x x x x x x x x     

2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3[( 2 + ) 4 4 ] 5 10 2x x x x x x x x x x x       

2 2
1 2 3 2 3 2 32

2
1 1 1 3( , , ) 5 10 2 24f x x x x xx x x x xxx    

令
1 1 2 3

2 2 3

3 3

2 ,

      3 ,

               .

y x x x

y x x

y x

  
  
 

即
1 1 2 3

2 2 3

3 3

2 7

      3

               

x y y y

x y y

x y

  
  
 

则标准形为 .因为 该变换为可逆线性变换.



二、配方法(拉格朗日法)

例 用配方法化二次型 为标准形,并求出

所作的可逆线性变换.

解

⑵ 平方项系数全为0

令

则二次型的标准形为

f 中不含平方项, 需先构造平方项

令



二、配方法(拉格朗日法)

例 用配方法化二次型 为标准形,并求出

所作的可逆线性变换.

解

⑵ 平方项系数全为0

令

则所作的可逆线性变换为

令



二、配方法(拉格朗日法)
拉格朗日配方法的步骤

1.若 含有 ，则先把含有 的项集中，然后配方，再对其余

的变量同样进行，直到都配成完全平方项为止，经过可逆线性

变换，就得到标准形.

2
ix

ix

i i j

j i j

k k

x y y

x y y

x y

 
  
 












jik

nk

,

,,2,1

且



2.若 中不含有 ，但是

则先作可逆线性变换

0ija ),( ji 

化 为含有平方项的二次型，然后再按1中方法配方.

f

f
2

ix

f



二、配方法(拉格朗日法)

注意：一般地,配方法所得到的可逆线性变换 中的矩阵C 

不是正交矩阵,由此得到 的标准形的系数不再是二次型矩阵的

特征值.

y Cx

f



二、配方法(拉格朗日法)
例 设二次型 ,

1. 求一可逆变换将该二次型化为标准形；

2.               是什么曲面？

解 1.

  2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3, , 8 4 4f x x x x x x x x x x    

1 0 2

, 0 1 2 .

0 0 1

C

 
    
 
 

x Cy

1 2 3( , , ) 1f x x x 

  2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3, , 8 4 4f x x x x x x x x x x    

2 2
1 3 2 3( 2 ) ( 2 )x x x x   
2 2
1 2 .y y 

1 1 3

2 2 3

3 3.

2 ,

2 ,

y x x

y x x

y x

 
  
 

1 1 3

2 2 3

3 3.

2 ,

2 ,

x y y

x y y

x y

 
  
 



二、配方法(拉格朗日法)
例 设二次型 ,

1. 求一可逆变换将该二次型化为标准形；

2.               是什么曲面？

解 2. 由 ,特征值为 . 

  2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3, , 8 4 4f x x x x x x x x x x    

0A El  1 2 30, 1, 9l l l  
1 2 3( , , ) 1f x x x 

在正交变换下，可将 化为 . 1f  2 2
2 39 1y y 

椭圆柱面
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第5.3节 正定二次型



本节概要

1. 正定二次型的定义

2. 正定二次型的判定定理

二、二次型的其它问题

一、正定二次型

本节主要考虑二次型的分类问题.



本节概要

1. 正定二次型的定义

2. 正定二次型的判定定理

二、二次型的其它问题

一、正定二次型

本节主要考虑二次型的分类问题.



【定义】设实二次型 ，若对任意的非零向量

x  (x1, x2,…, xn)T ≠ 0, 都有:

(1) f x  xTAx＞0, 则称 f 为正定二次型, A为正定矩阵, 记为A >0;

(2) f x  xTAx＜0, 则称f 为负定二次型, A为负定矩阵, 记为A<0;

(3) f x  xTAx ≥ 0, 则称f 为半正定二次型, A为半正定矩阵, 记A≥0;

(4) f x  xTAx≤ 0, 则称 f 为半负定二次型, A为半负定矩阵, 记A≤0;

(5) 如果 f 既不是半正定又不是半负定, 则称 f 为不定的 .

1. 正定二次型的定义
一、正定二次型



【重要结论】 (1)

(2)  二次型 f 正定（半正定） －f 负定（半负定）.

可逆线性变换不改变二次型的正定性

证明: 设二次型 f  xTAx 正定,

若 f 经可逆线性变换 x  Cy 化为 f  yTBy , 则:

对任意的y ≠0, 都有x  Cy ≠0, 则:

f  yTBy  yT(CTAC )y  (Cy)TA(Cy)  xTAx > 0 f  yTBy正定.

一、正定二次型

则对任意 x ≠0, 都有: f  xTAx > 0

对任意的y ≠0,

f  yTBy

B  CTAC

 yT(CTAC )y  (Cy)TA(Cy)  xTAx

都有x  Cy ≠0, 则:

> 0,   故

证明: f  xTAx 正定 对任意x ≠0,都有: f > 0, 即－f < 0
－f 负定.







【判定定理】 设 f  xTAx为 n 元实二次型, 则下列命题等价:

11 1
11 12

11
21 22

1

0,    0,     ,   | | 0.
n

n nn

a a
a a

a
a a

a a

   


  


A

(1) f 为正定二次型;

(2) f 的正惯性指数为 n;

(3) A 的特征值全大于零;

(4) 存在可逆矩阵 U, 使得 A  UTU ;

(5) (Sylvester定理) A 的各阶顺序主子式全大于零, 即:

2. 正定二次型的判定定理
一、正定二次型



例5.3.1 判断 的正定性.2 2 25 6 4 4 4f x y z xy xz    

解 f 的矩阵为

5 2 2

2 6 0

2 0 4

  
   
  

A

因为a11  5  0,

所以 f 是一个正定二次型.

11 12

21 22

5 2
26 0,

2 6

a a

a a


  


80 0 A

一、正定二次型
定理 二次型 f  xTAx正定当且仅当 A 的各阶顺序主子式全大于零.



一、正定二次型
例 问 为何值时，下面二次型正定？

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 4 2 2 .f x x x x x tx x x x x x x     

解 f  的矩阵为 .

5 2 1

2 1 1

1 1

A

t

 
   
   

因为 11

5 2
5 0, 1 0,

2 1
a     解得 .

t

5 2 1

2 1 1 02

1 1

A t

t


   





2t 

练习 若二次型 是

正定的，求 的取值范围.

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( , , ) 2 2f x x x x x x x x tx x    

t



例5.3.2 判断下列二次型的正定性.
2 2 2(1)      3 2 2f x y z xz yz     

解 f 的矩阵为

1 0 1

0 1 1

1 1 3

  
    
    

A

11 1 0,a   

所以 f 是一个负定二次型.

11 12

21 22

1 0
1 0,

0 1

a a

a a


  


1 0  A

【推论】 n 阶实对称矩阵 A 是负定矩阵

A的奇数阶顺序主子式全为负，偶数阶顺序主子式全为正.



一、正定二次型



【推论】 n阶实对称矩阵A是负定矩阵

A的奇数阶顺序主子式全为负，偶数阶顺序主子式全为正.



一、正定二次型

f xTAx负定A  (aij)n负定 

证明

f   xTAx  xT(A)x正定 A ( aij)正定


11 12 13

11 12
11 21 22 23

21 22
31 32 33

0,    0,    0 ,    ,  | | 0.

a a a
a a

a a a a
a a

a a a

  
 

        
 

  
 A

11 12 13
11 12

11 21 22 23
21 22

31 32 33

0,    0,   0  ,   ,   ( 1) | | 0.n

a a a
a a

a a a a
a a

a a a

     A



解 g 的矩阵为

2 2 0

2 1 2

0 2 0

 
    
  

A

11 2 0,a  

所以 g 既不是正定的, 也不是负定的,即为不定二次型.

11 12

21 22

2 2
2 0,

2 1

a a

a a


   



2 2(2)   2 4 4g x y xy yz   

因为

一、正定二次型
例5.3.2 判断下列二次型的正定性.



例 若A是正定矩阵, 求证: A1也是正定矩阵 .

一、正定二次型

A是正定阵, 则 A的所有特征值 li > 0 (i=1,2,…,n)

故A1是正定矩阵.所以 A1的所有特征值 , 
1

0 ( 1, 2, , )
i

i n
l

  

定理 二次型 f  xTAx 正定当且仅当 A 的所有特征值全大于0.

证

例 若 是正定矩阵，则 是正定矩阵.

例 若 是正定矩阵，则 .

例 若 A 是正定矩阵, 则 A 的伴随矩阵A*是正定矩阵 .



本节概要

1. 正定二次型的定义

2. 正定二次型的判定定理

二、二次型的其它问题

一、正定二次型

本节主要考虑二次型的分类问题.



二、二次型的其它问题

1. 在化二次型为标准形时，为什么要求线性变换可逆？

2. 二次型的标准形是否唯一？

3. 二次型的惯性定理及规范形的唯一性



二、二次型的其它问题

1. 在化二次型为标准形时，为什么要求线性变换可逆？

答 只有当线性变换 x = C y 可逆时，才有 , 它可以

把所得的二次型还原，这样就使我们从所得二次型的性质可以

推知原来二次型的一些性质.

1y C x



2. 二次型的标准形是否唯一？

 正交变换法

标准形为

3
2 2 2

1 31 2 1 25( ) 4, , 5g yy yy yy  

 配方法

标准形为
2 2 2

1 22 1 2 3 3

20
( , ,

3
) 15g yy y y yy  

二次型的标准形一般不唯一

2
1 13

2 2

2
3 33

1 4

0 0 1

0 1

    
         

        

x y

x y

x y

1 1

2 2

3 3

1 5 4 45 2 3

2 5 2 45 1 3

0 5 45 2 3

x y

x y

x y

                       

二、二次型的其它问题



二次型的标准形不唯一，但系数不等于0的平方项个数被 f 唯一确定.

二次型的标准形中系数不等于 0 的平方项的个数等于二次型的秩.

二、二次型的其它问题



【惯性定理】对任何实二次型, 其标准形中系数为负的平方项个数

和系数为正的平方项个数都是唯一确定的, 与所做的可逆线性变换

无关. 正惯性指数 负惯性指数
 =     符号差
+ = 秩

二、二次型的其它问题
3. 二次型的惯性定理及规范形的唯一性

定义 在秩为r的二次型的标准形中，正平方项的个数 p 称为二

次型的正惯性指数，负平方项的个数 r－p 称为二次型的负惯性

指数，它们的差 p-(r－p) = 2p-r 称为二次型的符号差.

 二次型的秩、正惯性指数和负惯性指数都是可逆线性变换下的不变量.



【推论1】任给秩为 r 的 n 元二次型 f xTAx, 总有可逆线性变换

x  Cy, 使二次型的标准形中非零项系数为 1和 1, 即

其中 p 为 f 的正惯性指数. 该式称为二次型 f 的规范形.

2 2 2 2
1 1= + + p p+ rf y y y y  

(1) 规范形和标准形的关系? 规范形本身就是一个标准形.

二、二次型的其它问题

令 ,  有

(2) 为什么“总有”……?

如
2 2 2
1 2 33 2 4f y y y  

1 1

2 2

3 3

1 3

1 2

1 2

y z

y z

y z

                     

2 2 2
1 2 3f z z z  

【推论2】实二次型的规范形是唯一的.
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