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本章概要

 矩阵是研究和处理线性问题的重要工具，是线性代数的一个

主要研究对象. 矩阵有着极其广泛的应用.

2.1 矩阵的引入

2.2 矩阵的运算

2.3 逆矩阵

2.4 矩阵的分块运算

2.5 矩阵的初等变换与初等矩阵

2.6 矩阵的秩

2.7 线性方程组的消元法

矩阵及其运算



本章概要

 矩阵在经济学中的核心应用：



第2.1节 矩阵的引入

主讲人： 柳顺义

长安大学理学院

线性代数



本节概要

一、矩阵的定义

三、线性变换与矩阵

二、特殊矩阵

 本节介绍矩阵的定义及矩阵与线性变换之间的关系.



本节概要

一、矩阵的定义

三、线性变换与矩阵

二、特殊矩阵

 本节介绍矩阵的定义及矩阵与线性变换之间的关系.



矩阵的提出
 矩阵(matrix)这个词是英国数学家西尔维斯特首先使用的，这

是发生在他实际上希望引用数字的矩形阵列而又不能再用行

列式这个词的时候，虽然那时他仅仅涉及由矩形阵列的元素

所能形成的那些行列式.

矩阵论的创立者

Sylvester (1814 –1897)

,x ax by

y cx dy

  
   

的方便的方法而来的.” 就这样他引进了矩阵 ,它代表了这个变换的

主要信息.

a b

c d

 
 
 

Cayley (1821 –1895)

 确实如英国数学家凯莱所坚持的，在逻辑上，矩阵的概念先

于行列式的概念，而在历史上次序正相反.凯莱说“我决然

不是通过四元数而获得矩阵概念的；它或是直接从行列式的

概念而来，或是作为一个表达方程组



一、矩阵的定义
【定义】由 个数 排成 m 行 n 列,

并括以方括号(或圆括号)的数表

称为 m 行 n 列矩阵，简称 矩阵．

( 1, 2, , ; 1, 2, , )ija i m j n  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


m n

m n

元素是实数的矩阵称为实矩阵，元素是复数的矩阵称为复矩阵.

表示： 或 或 或 .A m nA  ( )ij m nA a ( )ijA a

称为矩阵的元素.ija



一、矩阵的定义
矩阵行列式

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


1 2

1 2

1 2

( )
1 2( 1) n

n

n

p p p
p p np

p p p

a a a  




 行数不一定等于列数

 本质上是一个数表

 记号“圆(方)括号”

 行数等于列数

 其结果是一个数

 记号“两条竖线”

det( )ij n na 
( )ij m na 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a




  




一、矩阵的定义
同型矩阵与矩阵相等
1.两个矩阵的行数相等且列数也相等时，称为同型矩阵.

2. 两个矩阵 与 为同型矩阵，并且对应元素相等，

即

则称矩阵 A 与 B 相等，记作 A = B .

( )ijA a

( 1, 2, , ; 1,2, , )ij ija b i m j n   
( )ijB b

例如,      与 为同型矩阵.

1 2

5 6

3 7

 
 
 
 
 

14 3

8 4

3 9

 
 
 
 
 



本节概要

一、矩阵的定义

三、线性变换与矩阵

二、特殊矩阵

 本节介绍矩阵的定义及矩阵与线性变换之间的关系.



二、特殊矩阵

1.行数与列数都等于 n 的矩阵，称为 n 阶方阵．

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




  


主对角线



二、特殊矩阵
2. 只有一行的矩阵

称为行矩阵.
1 2( )nA a a a 

只有一列的矩阵

称为列矩阵.

1

2

n

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 





二、特殊矩阵

3. 元素全是零的矩阵称为零矩阵．可记作 O .

例如： 2 2

0 0

0 0
O 

 
  

 

 1 4 0 0 0 0O  



二、特殊矩阵

4.形如 的方阵称为对角矩阵 (diagonal matrix).

1

2

0 0

0 0

0 0 n






 
 
 
 
 
 




  


1 2diag( , , , )nA    记作

方阵 称为单位矩阵 (identity matrix).

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 




  


记作 或者 ．nE nI



本节概要

一、矩阵的定义

三、线性变换与矩阵

二、特殊矩阵

 本节介绍矩阵的定义及矩阵与线性变换之间的关系.



三、线性变换与矩阵

【定义】n 个变量 与 m个变量 之间的关系式

表示从变量 到变量 的线性变换，其中 为

常数.

ija

1 2, , , my y y
1 2, , , nx x x

11 11

2

1 22 1

21 22 2

2

2

21

1

1

,

,

.

n

n

m m m

n

nm

n

n

y

y

y

a ax x x

x x x

x x x

a

a a a

a a a

   
    


    







1 2, , , nx x x 1 2, , , my y y

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m m n

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 




  


1-1

系数矩阵

 线性变换与矩阵之间存在着一一对应关系.



三、线性变换与矩阵

1 1 2

2 1 2

1 2

0 0 ,

0 0

1

1

1

,

0 0

n

n

n n

y x x x

y x x x

y x x x

      
       


       







例 线性变换 称为恒等变换.

1 1

2 2

,

,

n n

y x

y x

y x


 


 



1-1对应
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 




  


单位矩阵 En



三、线性变换与矩阵

1 0

0 0

 
 
 

1-1对应 1

1

,

0.

x x

y


 

y

x0

( , )P x y

1 1 1( , )P x y

投影变换

例 2阶方阵

1

1

1 0 ,

0 0 .

x x y

y x y

   
    



三、线性变换与矩阵

1 1 1( , )P x y

( , )P x y

y

x0

cos sin

sin cos

 
 

 
 
 

1-1对应
1

1

cos sin ,

sin cos .

x x y

y x y

 
 

 
  

例 2阶方阵

以原点为中心逆时针旋转 角的旋转变换



谢谢！

线性代数



第2.2节 矩阵的运算

主讲人： 柳顺义
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本节概要

一、矩阵的加法

二、数与矩阵的乘法 (数乘)

 本节主要介绍矩阵的运算.

三、矩阵的乘法

四、矩阵的转置

五、方阵的行列式



本节概要

一、矩阵的加法

二、数与矩阵的乘法 (数乘)

 本节主要介绍矩阵的运算.

三、矩阵的乘法

四、矩阵的转置

五、方阵的行列式



一、矩阵的加法
1. 矩阵加法的定义

【定义】设有两个 矩阵 ， ，那么矩阵 A 与 B

的和记作 A＋B，规定为

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b

a a a b b b
A B

a a a b b b

   
   
     
   
   
   

 
 

     
 

m n ( )ijA a ( )ijB b

注意 只有当两个矩阵是同型矩阵时，才能进行加法运算.

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
    
 
 

   





  





一、矩阵的加法
2. 矩阵加法的算律
数的加法满足的运算规律：

, ,a b c R 

a b b a  

( )

( )

a b c a b c

a b c

    
  

(交换律)

(结合律)

设 A、B、C 是同型矩阵,

A B B A  

( )

( )

A B C A B C

A B C

    
  

(交换律)

(结合律)



一、矩阵的加法
3. 矩阵的减法

( )A A O  

设矩阵 A = (aij) , 记－A = (－aij), 称其为矩阵 A 的负矩阵．

显然 A O A 

: ( )A B A B   矩阵减法

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b

a a a b b b
A B

a a a b b b

   
   
     
   
   
   

 
 

     
 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
    
 
 

   





  





本节概要

一、矩阵的加法

二、数与矩阵的乘法 (数乘)

 本节主要介绍矩阵的运算.

三、矩阵的乘法

四、矩阵的转置

五、方阵的行列式



二、数与矩阵的乘法 (数乘)

【定义】数 与矩阵 的乘积记作 ，规定为 ( )ijA a A

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

  
  



  

 
 
 
 
 
 




  


 矩阵加法与数乘合起来，统称为矩阵的线性运算.

1. 数乘的定义



二、数与矩阵的乘法 (数乘)

( )A A A     

( )A B A B    

( ) ( ) ( )A A A     

设 A、B是同型矩阵， ,  是数,则

2. 数乘的算律



二、数与矩阵的乘法 (数乘)
数与矩阵乘法、数与行列式乘法之区别

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

  
   

  

   
      
   
   

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a






11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

  


11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a





本节概要

一、矩阵的加法

二、数与矩阵的乘法 (数乘)

 本节主要介绍矩阵的运算.

三、矩阵的乘法

四、矩阵的转置

五、方阵的行列式



三、矩阵的乘法
凯莱(Cayley)直接从两个相继变换的效应(即线性变换的复合) 

的表示作出两个矩阵乘法的定义.

后跟着变换 11 12 13

21 22 23

,

,

x b x b y b z

y b x b y b z

     
      

11 12

21 22

31 32

a a

a a

a a

 
 
 
 
 

11 12 13

21 22 23

b b b

b b b

 
 
 

则 和 之间的关系如下：,x y  ,x y

11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32

21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

x b a b a b a x b a b a b a y

y b a b a b a x b a b a b a y

      
       

11 12

21 22

31 32

,

,

,

x a x a y

y a x a y

z a x a y

  
   
   

例如，设变换



三、矩阵的乘法
凯莱定义两个矩阵的乘积为:

11 12

21 22

2331 32

a a

a a

a a


 
 
 
 
 

11 12 13

21 22 3223

b b b

b b b


 
 
 

11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32

21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

x b a b a b a x b a b a b a y

y b a b a b a x b a b a b a y

      
       

11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32

21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 3 222

b a b a b a b a b a b a

b a b a b a b a b a b a


    
     

:

“前行乘后列”

“第一个矩阵的列数等于第二个矩阵的行数”



三、矩阵的乘法
【定义】设 ， , 规定矩阵 A 与矩阵 B 的乘积
是一个 矩阵 , 其中

( ) sij mA a  ( )ij nsB b 
( )ijC cm n

1 1 2 2
1

ii ij j j j i

s

s s
k

i jk kc a b a b a b a b


     

并把此乘积记作 C = AB．

11 12 1

1 2

1 2

s

i i is

m m ms

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 


  


  



11 1 1

21 2 2

1

j n

j n

s sj sn

b b b

b b b

b b b

 
 
 
 
 
 
 

 
 

  


11 1 1

1

1

j n

i ij in

m mj mn

c c c

c c c

c c c

 
 
 
   
 
  
 

 
  

 
  

 



三、矩阵的乘法
【定义】设 ， , 规定矩阵 A 与矩阵 B 的乘积
是一个 矩阵 , 其中

( ) sij mA a  ( )ij nsB b 
( )ijC cm n

1 1 2 2
1

ii ij j j j i

s

s s
k

i jk kc a b a b a b a b


     

0 3 4
1 0 1 2

1 2 1
1 1 3 0 ,  

3 1 1
0 5 1 4

1 2 1

A B

 
   

              

例 设 ,计算AB.
5 6 7

10 2 6

2 17 10

 
  
  

单位矩阵在矩阵乘法中的作用类似于1在数的乘法中的作用.

mm m n nnE A A E A  例 1 1 ( )a a a a R     



三、矩阵的乘法
矩阵乘法是否满足交换律?

例

2 2 2 2

2 4 2 4

1 2 3 6 

   
         2 2

16 32

8 16


  
  

 

2 2 2 2

2 4 2 4

3 6 1 2 

   
         2 2

0 0

0 0 

 
  

 

 
3

1 2 3 2

1

 
 
 
 
 

 10  
3

2 1 2 3

1

 
 
 
 
 

3 6 9

2 4 6

1 2 3

 
   
 
 

事实1 矩阵乘法不满足交换律 (有3种情形)

事实2 不能由 得出 或 ．AB O A O B O



三、矩阵的乘法

事实 矩阵乘法不满足交换律(有3种情形)

注记：矩阵乘法不满足交换律并不是说任意给定两个矩阵A和B,

就一定有 .AB BA

1 2 2 2
,

2 4 2 1
A B

   
    

   

2 4

4 8
AB BA

 
   

 

例如， ，有



三、矩阵的乘法
矩阵乘法不满足消去律

反例
2 4 1 4 1 0

, ,
3 6 2 1 1 1

A B C
     

              

6 4

9 6
AB

 
    

AC 但是 B C



三、矩阵的乘法
矩阵乘法的运算规律

(1) 结合律 ( ) ( )ABC AB C A BC 

(3) 分配律 ( )A B C AB AC  

(2) 数乘结合律 ( 是数)  ( ) ( )AB A B A B   

“左乘”

“右乘”( )B C A BA CA  



三、矩阵的乘法
矩阵的幂

【定义】设 A 是 n 阶方阵，k是正整数，定义 A 的 k 次幂为

k

k

A AA A 

2 2 2

2 2

( )

( ) 2   

( )( )

k k kAB A B

A B A AB B

A B A B A B



   

   

思考：下列等式在什么时候成立？

A、B可交换时成立

AB BA(         )



三、矩阵的乘法

解法一 数学归纳法

cos sin

sin cos
A

 
 

 
  

 
例 设 ,求 ?nA

解法二 几何意义

cos sin

sin cos

 
 

 
 
 

1-1对应 1

1

cos sin ,

sin cos .

x x y

y x y

 
 

 
  

1

1

cos sin

sin cos

x x

y y

 
 

     
     

    

cos sin

sin cos

n n

n n

x

y

 
 

  
  
  





cos sin

sin cos

n

n

n

x x

y y

 
 

     
      

    

几何意义

1 1 1( , )P x y

( , )P x y

y

x0



三、矩阵的乘法
矩阵多项式
【定义】设 是 x 的 m 次多项式，

A 为 n 阶方阵，则

( ) m m
m mf x a x a x a x a

    1
1 1 0

( ) .
    1

1 1 0m m
nm mf A a A a A a Ea A

称为矩阵 A 的 m次多项式.

例 设 求 ?
2

1 0 0

( ) 2 3, 0 1 2 ,

1 1 2

f x x x A

 
      
 
 

( )f A



矩阵乘法的注记
矩阵“乘法”的规则很奇怪，按照这个规则我们做乘法的

次序不同就得到不同的结果（与普通代数不一样，那里

总是等于 ）,似乎与任何有关科学的或实际应用的东西都

不着边际.

x y

y x

——摘自《数学大师》第21章459页

然而在 Cayley 创立了它 67 年之后，海森堡

(Heisenberg, 1932 年诺贝尔物理学奖获得者)在1925

年发现，矩阵代数恰恰是他在量子力学的革命性工作

中所需要的工具.
(1901-1976)



矩阵乘法的知识拓展
Hadamard 积(也称为 Schur 积)

Kronecker 积(或称直积)

 
11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n
ij ij

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b
A B a b

a b a b a b

 
 
  
 
 
 





   



A B B A  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a B a B a B

a B a B a B
A B

a B a B a B

 
 
  
 
 
 




   


(French, 1865-1963)

(German, 1823-1891)



本节概要

一、矩阵的加法

二、数与矩阵的乘法 (数乘)

 本节主要介绍矩阵的运算.

三、矩阵的乘法

四、矩阵的转置

五、方阵的行列式



四、矩阵的转置

【定义】把矩阵 A 的行换成同序数的列得到的新矩阵，叫做 A的

转置矩阵，记作 .TA

例
2 3

1 2 2
,

4 5 8
A



 
  

 
T

3 2

1 4

2 5 .

2 8

A



 
   
 
 

设 则

转置矩阵的运算性质

T T(1) ( ) ;A A T T T(2) ( ) ;A B A B  

T T(3) ( ) ;A A  T T T(4) ( ) .AB B A



四、矩阵的转置

【定义】设 为 n 阶方阵，如果满足 ，即

则 A 称为对称矩阵.

( )ijA a

 , 1, 2, ,ij jia a i j n  

TA A

如果满足 (即 )，则 A 称为反对称矩阵.    TA A  ij jia a 

12 6 1

6 8 0

1 0 6

A

 
   
 
 
对称矩阵

0 6 1

6 0 7

1 7 0

A

 
   
   
反对称矩阵



四、矩阵的转置

【定义】设 为 n 阶方阵，如果满足 ，即

则 A 称为对称矩阵.

( )ijA a

 , 1, 2, ,ij jia a i j n  

TA A

如果满足 (即 )，则 A 称为反对称矩阵.    TA A  ij jia a 

事实 任一方阵总可表示成一个对称矩阵与一个反对称矩阵的和.

T T1 1
( ) ( )

2 2
A A A A A   

对称矩阵 反对称矩阵



四、矩阵的转置
例 设矩阵X = ( x1 x2 …  xn )T 满足 X T X = 1, E 为n 阶单位矩阵，

H = E－2XXT，试证明 H 是对称矩阵，且 HHT = E.

证 T T T( 2 )H E XX  T T2( )E XX T T T( 2 )E XX   T T T2( )E X X 
T2E XX  H

从而 H 是对称阵．

T 2 T 2( 2 )HH H E XX   T T T4 4E XX XX XX  
T T T4 4 ( )E XX X X X X  

T T4 4E XX XX  

E
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四、矩阵的转置
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五、方阵的行列式

【定义】由 n 阶方阵 A 的元素所构成的行列式，叫做方阵 A 的

行列式，记作 |A| 或 det(A).

运算性质 T(1) ;A A (2) ;nA A 

例 设 ，则
2 3

6 8
A

 
  

 

2 3
det( )

6 8
A  2. 

【定义】若 ，则称 为奇异矩阵；否则称为非奇异矩阵.0A  A

.AB A B(3) 当 A、B是同阶方阵, 则



谢谢！

线性代数



第2.3节 逆矩阵

主讲人： 柳顺义

长安大学理学院

线性代数
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一、可逆矩阵的定义

复数a ≠ 0的倒数a－1可以用等式 aa－1 = a－1a = 1 来刻画.

数的乘法有逆运算除法：

11
( 0).b a b ba a

a
    

1 1AA A A E  

AB BA E 



一、可逆矩阵的定义

【定义1】n 阶方阵 A 称为可逆的，如果存在 n 阶方阵 B，使得

这里 E 是 n 阶单位矩阵.
AB BA E 

 根据矩阵的乘法法则，只有方阵才能满足上述等式.

 对于任意的 n 阶方阵 A，适合上述等式的矩阵 B 是唯一的
（如果有的话）.

【定义2】如果矩阵 B 满足上述等式，那么 B 就称为A 的逆矩阵，

记作 .1A



一、可逆矩阵的定义

问题1 是不是每一个方阵都可逆？

例 矩阵 是否可逆？
1 0

0 0

 
 
 

问题2 哪些方阵是可逆的？

能否给出判断方阵可逆的(充分必要)条件？

问题3 对于一个可逆矩阵 A，如何求出它的逆矩阵？
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二、逆矩阵存在的条件及计算
伴随矩阵的定义

例 求 3 阶方阵

的伴随矩阵.

2 2 1

3 1 5

3 2 3

A

 
   
 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

7, 6, 3

4, 3, 2

9, 7, 4

A A A

A A A

A A A

   
   

    

解

*

7 4 9

6 3 7

3 2 4

A

  
   
  

【定义3】n 阶方阵 的

伴随矩阵定义为

其中 为 中元素 的代数

余子式.

( )ijA a

2

1

1

1

*

2

2

1 1

2

2

1

2

n n

n

n

n

n

A A A

A A A
A

A A A

 
 
 
 
 
 




  


A ijaijA



二、逆矩阵存在的条件及计算
伴随矩阵的性质

【性质】设 是 n 阶方阵，则 .( )ijA a * *AA A A A E 

1 1 2 2

, ,

0, .
i j i j in jn

A i j
a A a A a A

i j

     




证
| | 0 0

0 | | 0

0 0 | |

A

A

A

 
 
 
 
 
 




   


AA | |A E

0 0

0 | | 0

0 0

| |

| |

A

A

A 
 
 
 
 
 




   


0 0

0 0

0 0 |

|

|

|

|

|

A

A

A

 
 
 
 
 
 




   
 |

0 0

0 0

0 0

| |

| |

|

A

A

A

 
 
 
 
 
 




  


11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2

1 2 1 2

n n

n n

n n nn n n nn

a a a A A A

a a a A A A

a a a A A A

   
   
   
  
   
   

 
 

     
  |

0 0

0 0

| | 0 0

| |

|

A

A

A

 
 
 
 
 
 


 






| | 0 0

0 | | 0

0 0 | |

A

A

A

 
 
 
 
 
 




  




二、逆矩阵存在的条件及计算

证 必要性. 因 可逆，存在方阵 ,使得 .A B AB E

0.A 

充分性. 当 由 ，可得0,A  * *AA A A A E 

* *1 1
A A A A E

A A

   
       

   

1AB E 因此

【定理1】方阵 A 可逆当且仅当 ，0A

1 *1
. A A

A

且



二、逆矩阵存在的条件及计算

例 确定2阶方阵

可逆的条件；当 可逆时,求出

其逆矩阵.

a b
A

c d

 
  

 
A

1 1 d b
A

ad bc c a
  

    

A 可逆 0A ad bc  

例 求3阶方阵

的逆矩阵.

2 2 1

3 1 5

3 2 3

A

 
   
 
 

解

11 12 13

21 22 23

31 32 33

7,   6,   3,   

4,   3,   2,   

9,   7,   4,   

A A A

A A A

A A A

   

   

    

1A  可逆

则 1 *1

| |
A A

A
  

7 4 9

6 3 7

3 2 4

  
  
  



二、逆矩阵存在的条件及计算

关于定理1的注记

 定理1不仅给出了判断矩阵可逆的充分必要条件，而且也给

出了求逆矩阵的方法，该定理具有重要的理论价值.

 在实际求逆矩阵时，定理提供的方法计算量很大，在本章将

介绍另一种常用的求逆矩阵的方法（初等变换法）.

【定理1】方阵 A 可逆当且仅当 ，0A

1 *1
. A A

A

且



二、逆矩阵存在的条件及计算
定理1的若干推论

【定理1】方阵A 可逆当且仅当 ，且0A 

1 *1
.A A

A
 

【推论1】设 都是 阶方阵，若 , 则 均可逆，且,A B n AB E ,A B
1 1, .A B B A  

【推论2】设 A为可逆矩阵, 则

1) 若 , 则 .

2) 若 , 则 .

AB O B O

AB AC B C



本讲概要

一、可逆矩阵的定义

二、逆矩阵存在的条件及计算

三、可逆矩阵的性质

 矩阵与复数相仿，有加、减、乘三种运算. 

 矩阵的乘法是否也和复数一样有逆运算呢？

四、克拉默法则的证明



三、可逆矩阵的性质

(1) 若 可逆，则 也可逆，且 .A 1A    11A A
 

(2) 若 可逆，数 ，则 也可逆，且A 0    1 11
.A A


 A

(3) 若 为同阶可逆方阵，则 也可逆，且,A B AB   1 1 1.AB B A
  

(4) 若 可逆，则 也可逆，且 .A TA    1 TT 1A A
 

(5) 若 可逆，则A 11 .A A
 



例 设 阶方阵 满足 ,证明： 可逆，并

求其逆.

n A 3 22 3A A A E O    A

例 已知 及 均可逆，证明 也可逆，并求其

逆矩阵.

,A B A B 1 1A B 

1 1 1 1( )A B A E AB      1 1( )A B A B   1 1( ) .A A B B  

例题

例 设 是 阶可逆方阵，证明当 时，

(1)                    (2)

A n 2n 
1* ,

n
A A

  * 2* .
n

A A A




思考题 设矩阵 满足 . 若矩阵 可逆，则

.
B

X
A



矩阵有除法运算吗？

, ,A X B AX B A

请问这种解法(写法)对吗？

当矩阵 可逆时， 有两种理解： 和 ，A
B

A
1A B 1BA

1 1A B BA 但可能 .

正确的做法：对 两边左乘 , 解得AX B 1A  1X A B
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一、可逆矩阵的定义
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三、可逆矩阵的性质

 矩阵与复数相仿，有加、减、乘三种运算. 

 矩阵的乘法是否也和复数一样有逆运算呢？

四、克拉默法则的证明



线性方程组的矩阵表示

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







11 12 1

21 22 2

1 2

,

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




  


A

1

2 ,

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 


X

1

2 .

m

b

b

b

 
 
 
 
 
 


b

矩阵形式： .AX b

令

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn n

a a a x

a a a x

a a a x

  
  
  
  
  
  




   


AX

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    
 
 

   







1

2

m

b

b

b

 
 
 
 
 
 


 b

系数矩阵



四、克拉默法则的证明
【定理】如果线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,
(1)

,

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







的系数行列式不等于0，即

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






  


则线性方程组(1)有解且解唯一:

1 2
1 2, , , , (2)n

n

DD D
x x x

D D D
  

11 1, 1 1, 1 1

21 2, 1 2, 1 2

1 ,

2

1 , 1

1

n

j j n

j j n

j

n n j n j nn

a a a a

a a a a
D

a a a

b

b

ab

 

 

 



 
 

    
 

其中 是把系数行列式 中第

列的元素用方程组右端的常数项

代替后所得到的 阶行列式，即

jD D j

n



四、克拉默法则的证明

AX b 1X A b

1 11 21 1 1

2 12 22 2 2

1 2

1
n

n

n n n nn n

x A A A b

x A A A b

x A A A b

    
    
    
    
    
    




    


A

比较等式两端，得

jD

D


证 当线性方程组的系数矩阵 的行列式 时，则 可逆.A A0A

*1 
   

 
A b

A
 *1

= A b
A

1 1 2 2

1
( )j j j nj nx A b A b A b   

A



四、克拉默法则的证明

1 1 2 2

1
( ) , ( 1, 2, , ).j

j j n nj j

D
A b A b bx

D
A j n   

A
证

11 1, 1 1, 1 1

21 2, 1 2, 1 2

1 ,

2

1 , 1

1

n

j j n

j j n

j

n n j n j nn

a a a a

a a a a
D

a a a

b

b

ab

 

 

 



 
 

    
 

11 1, 1 1, 1, 1 1

21 2, 1 2, 2, 1 2

1 , 1 , , 1

j j j n

j j j n

n n j n j n j nn

a a a a a

a a a a a
D

a a a a a

 

 

 



 
 

    
 

1 1 2 2j j n njb A b A b A   
1 1 2 2j j n njb A b A b A     



矩阵方程

矩阵方程：含有未知矩阵的等式.

1 1X A CB 

设

1 2 3 1 5
1 3

0 1 2 , , 2 0 .
1 4

0 0 3 3 6

A B C

   
              

   

求矩阵 ，使其满足 .X AXB C

例

解 因矩阵A,B可逆及逆矩阵的唯一性，方程有唯一解:



谢谢！

线性代数



第2.4节 矩阵的分块

主讲人： 柳顺义

长安大学理学院

线性代数



本节概要

一、分块矩阵的定义

二、分块矩阵的运算

三、分块对角矩阵

 当矩阵的行数和列数较高时，计算繁杂不易处理.本节介绍

一种在矩阵的行数和列数较高时常用的处理方法--分块法.

四、按行(列)分块



本节概要

一、分块矩阵的定义

二、分块矩阵的运算

三、分块对角矩阵

 当矩阵的行数和列数较高时，计算繁杂不易处理.本节介绍

一种在矩阵的行数和列数较高时常用的处理方法-分块法.

四、按行(列)分块



一、分块矩阵的定义

【定义】 用一些横线和竖线将矩阵分成若干个小块，这种操作

称为对矩阵进行分块.

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

A a a a a

a a a a

 
   
 
 

12

21

11

22

A

A A

A 
  

 

每一个小块称为矩阵的子块.

矩阵分块后，以子块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵.

   

13 1411 12
11 12

23 2421 22

21 31 32 22 33 34

, ,

, .

a aa a
A A

a aa a

A a a A a a

  
    

   
 



一、分块矩阵的定义

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

A a a a a

a a a a

 
   
 
 

分成子块的方法很多，例如:

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

A a a a a

a a a a

 
   
 
 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

A a a a a

a a a a

 
   
 
 

 分块的目的是为了简化运算;

 分块的基本原则：既要考虑矩阵本身的特点和运算的需要，

还要注意分块后的矩阵在运算中是否有意义及子块间的运算

应遵循矩阵的运算规则.



本节概要

一、分块矩阵的定义

二、分块矩阵的运算

三、分块对角矩阵

 当矩阵的行数和列数较高时，计算繁杂不易处理.本节介绍

一种在矩阵的行数和列数较高时常用的处理方法-分块法.

四、按行(列)分块



二、分块矩阵的运算

1. 分块矩阵的加法
若矩阵 A、B是同型矩阵，且采用相同的分块法，即

11 1 11 1

1 1

,  
r r

s sr s sr

A A B B

A B

A A B B

   
       
   
   

 
   

 

则

11 11 1 1

1 1

r r

s s sr sr

A B A B

A B

A B A B

  
    
   


 



形式上看成普通矩阵
的加法！



二、分块矩阵的运算

2. 分块矩阵的数量乘法

设 是数，分块矩阵 ,

11 1

1

r

s sr

A A

A

A A

 
   
 
 


 



则

11 1

1

r

s sr

A A

A

A A

 


 

 
   
 
 


 


形式上看成普通的数乘！



二、分块矩阵的运算

3. 分块矩阵的乘法
设 A为ml 矩阵，B为l n矩阵 ，把 A、B 分块如下：

11

11 12 1 11 12 1

21 22 2 2

2

1 22 2

1 2

2

1

2

2

1

2

1

                                                               

,  ,

 

t r

t r

s s st t t t

t r

t rs

A A A B B B

A A A B

n n n

m

m

m

B B
A B

A A A

l l l

l

l

Bl B B

   
   
    
   
   
   

 
 



      







11 12 1

21 22 2

1 2

,

r

r

s s sr

C C C

C C C
C AB

C C C

 
 
  
 
 
 




  


1 2

1 2

1 2

s

t

r

l

m m m m

n n n n

l l l 

   





  






则
1

,

( 1, , ;  1, , )

t

ij ik kj
k

C A B

i s j r




 


 

其中



二、分块矩阵的运算

例 设分块矩阵 ,用分块矩阵乘法求2 1

2

1 0 1 2

0 1 1 1

0 0 1 2

0 0 2 1

E A
A

O A

 
          
 
 

2.A

解
2 1 2 1 2 1 1 22

2
2 2 2

E A E A E A A A
A

O A O A O A

    
     

    

2
1 1 2 2

2 2 5 4
,

4 4 4 5
A A A A

   
     

   
2

1 0 2 2

0 1 4 4
.

0 0 5 4

0 0 4 5

A

 
 
  
 
 
 



二、分块矩阵的运算

4. 分块矩阵的转置

T T
11 1

T

T T
1

s

r sr

A A

A

A A

 
 

  
 
 


  



11 1

1

r

s sr

A A

A

A A

 
   
 
 


  


设分块矩阵 ,

则 A 的转置矩阵为

分块矩阵不仅形
式上进行转置，
而且每一个子块
也进行转置
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一、分块矩阵的定义

二、分块矩阵的运算
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四、按行(列)分块



三、分块对角矩阵
设 A 是 n 阶方阵，若

1. A 的分块矩阵只有在主对角线上有非零子块，其余子块都为

零矩阵，

2. 主对角线上的子块都是方阵，

称 A 为分块对角矩阵 (或准对角矩阵)．

1
1

2
2

3

5 0 0 0

0 1 0 0

0 0 8 3

0 0 5 2

A O O
B O

A O A O
O B

O O A

 
                  

 



三、分块对角矩阵
1

2

s

A

A
A

A

 
 
 
 
 
 



1
1

1
1 2

1
s

A

A
A

A








 
 
   
  
 



(1) | A | = | A1 | | A2 | … | As | 

(2) A 可逆当且仅当 A1, A2, …, As 均可逆，且



1
1 1

1
2

1/ 5 0 0

0 1 1

0 2 3

A O
A

O A






 
  

 
 
   
  

三、分块对角矩阵
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本节概要

一、分块矩阵的定义

二、分块矩阵的运算

三、分块对角矩阵

 当矩阵的行数和列数较高时，计算繁杂不易处理.本节介绍

一种在矩阵的行数和列数较高时常用的处理方法-分块法.

四、按行(列)分块



四、按行(列)分块
设矩阵 A 有m 行 n 列，若将第 i 行记作

若将第 j 列记作
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四、按行(列)分块
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四、按行(列)分块
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本节概要

 矩阵的初等变换起源于对线性方程组求解问题的研究，

是处理矩阵常用的一种基本方法.

一、矩阵的初等变换

二、初等矩阵

三、初等变换与矩阵乘法

四、初等变换求逆矩阵
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一、矩阵的初等变换

【定义】下列三种变换称为矩阵的初等行变换：

1. 什么是初等变换？

 (对换)交换两行, 记作 ;

 (倍乘)以非零常数 k 乘某一行的所有元素,记作 ；

 (倍加)某一行各元素的k倍加到另一行对应元素, 记作 .i jr kr
ir k

i jr r

初等行变换

是可逆的,

其逆变换为：

i jr r

ir k

i jr kr

;i jr r
1

;ir k


( ) .i jr k r 

初等变换
初等行变换

初等列变换



一、矩阵的初等变换

【定义】如果矩阵A经有限次初等变换变成矩阵B, 就称矩阵A与B

等价, 记作 A～ B .

所有与 A 等价的矩阵的全体称为 A 的等价类.

2. 初等变换能将矩阵化简成什么样？

矩阵间的等价是

一种等价关系：

(1) 反身性： A～ A. 

(2) 对称性：若A～ B,则B～A. 

(3) 传递性：若A～ B, B～C ,则A ～ C .

问题 在矩阵 A 的等价类中，是否存在一个最简单的矩阵？形状怎样？



一、矩阵的初等变换
【定义】矩阵 A 的每个非零行从左至右的第一个不为 0 的元素

称为 A 的主元.

【定义】若矩阵 A 满足以下两个条件, 则称 A 为行阶梯形矩阵.

(I) A的下一行主元只出现在上一行主元的右边.

(II) 零行只出现在非零行的下方.
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一、矩阵的初等变换

【定理1】任意矩阵A总可以经过有限次初等行变换化为阶梯矩阵.

证 若 ，则 本身就是阶梯形矩阵.A O A

设 的第 列是它的第一个非零列.对 施行互换两行的变换

就可以使第 列中的非零元变到第一行的位置，所以不妨设 .
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一、矩阵的初等变换
例 试用初等变换将矩阵 A 变为阶梯形.
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【定义】若阶梯矩阵 A 满足以下两个条件, 则称 A为行最简形矩阵.

(I) 各主元均为 1.

(II) 每个主元所在列的其它元素都为 0.

一、矩阵的初等变换
矩阵 A r 行阶梯形矩阵 ？

1 1 2 1 4

0 2 2 4 0

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

 
  
 
 
 

例 1 0 3 0 13

0 1 1 0 6

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

 
  
 
 
 

r

行最简形阶梯形，非行最简形
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一、矩阵的初等变换
矩阵 A r 行阶梯形矩阵 行最简形矩阵 ？r
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一、矩阵的初等变换

0

0 0
rE 

 
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【总结】

矩阵A
r

阶梯形
r

行最简形

【定理1】任意矩阵A总可以经过有限次初等行变换化为阶梯矩阵.

【定理2】任意矩阵A总可以经过有限次初等行变换化为行最简形.

等价标准形

【定理3】任意矩阵A总可以经过有限次初等变换化为如下形式等价标准形

矩阵A
r 阶梯形 行最简形 c



一、矩阵的初等变换
例 试用初等变换将矩阵 A 变为阶梯形、行最简形及标准形.
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[思考] 一个矩阵经过初等变换

所得的阶梯形、行最简形以及

等价标准形是否唯一？
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【定义】由单位矩阵经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵.

二、初等矩阵

(1) 对换矩阵:互换单位阵的第 i, j 行(列), 记作 Em( i, j )．

5

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0

1

1

1

1

0 10 0

E

 
 
 
 
 
 
 
 

3 5r r
0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

记作 E5(3, 5)
3 5( )c c

1( , ) ( , )E i j E i j 逆矩阵



逆矩阵

(2)倍乘矩阵:以常数 k ≠ 0 乘单位阵第i 行(列), 记作Em(i(k))．
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二、初等矩阵



(3)倍加矩阵:以 k 乘单位阵第 j 行加到第 i 行,记作Em(i, j(k))．
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以 k 乘单位阵第 i 列加到第 j 列．
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一、矩阵的初等变换

二、初等矩阵

三、初等变换与矩阵乘法

四、初等变换求逆矩阵



11 12 13 14

3 4 21 22 23 24

31 32 33 34

,

a a a a

A a a a a

a a a a


 
   
 
 

3

1 0 0

(2,3) 0 0 1 ,

0 1 0

E

 
   
 
 

3 3 4(2,3)E A  31 32 33 3

21 22 2

11 12 13 14

24

4

3a a

a a a a

a

a

a a

a

a

 
   
 
 

2

11 12 1

1 22 23 2

31 32 3

3 1

3

4

3 4

41 0 0

0 0 1

0 1 0

a a a a

a a a a

a a a a

  
     

      

3 4 4(2,3)A E

4

1 0 0 0

0 0 1 0
(2, 3)

0 1 0 0

0 0 0 1

E

 
 
 
 
 
 

11 14

21 24

31

13

23

3

12

22

32 3 34

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

a a

a a

a a

aa

a

a

a

a
 

   
          

 

11 14

21 24

31

13

23

12

22

3 3 3423

a

a

a

a

a

a

a a

a a

a a

 
   
 
 

三、初等变换与矩阵乘法
用第一类初等矩阵左乘(右乘)一个矩阵：



11 12 13 14

3 4 21 22 23 24

31 32 33 34

,

a a a a

A a a a a

a a a a


 
   
 
 

3

1 0 0

(3(6)) 0 1 0 ,

0 0 6

E

 
   
 
 

3 3 4(3(6))E A 

11 12 13 14

21 22

3

2

3

4

1 32 3

23

346 6 6 6

a a a a

a a a a

a a a a

 
   
 
 

11 12 13 14

21 22 2

31 32 3

4

3

3

3 4

2

1 0 0

0 1 0

0 0 6 a

a a

a

a a

a a a

a

a

a

  
     

      

3 4 4(3(6))A E

4

1 0 0 0

0 1 0 0
(3(6))

0 0 6 0

0 0 0 1

E

 
 
 
 
 
 

11 12 14

21 22 243

31 32 3

13

2

33 4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 6 0

0 0 0 1

a

a

a

a a a

a a a

a a a

 
   
          

 

11 12 14

21 22 22

1

13

3

3

4

3 32 343

6

6

6

a a a

a a a

a a a

a

a

a

 
   
 
 

三、初等变换与矩阵乘法
用第二类初等矩阵左乘(右乘)一个矩阵：



11 12 13 14

3 4 21 22 23 24

31 32 33 34

,

a a a a

A a a a a

a a a a


 
   
 
 

3

1 0 0

(3,2(3)) 0 1 0 ,

0 3 1

E

 
   
 
 

3 3 4(3,2(3))E A 

31 21 32 22 33 23 34 24

11 12 13 14

21 22 23 24

3 3 3 3a a a

a

a a a a a

a a a a

a a a

 
 

 

 


 

11 12 13 14

21 22 2

31 32 3

4

3

3

3 4

2

1 0 0

0 1 0

0 3 1 a

a a

a

a a

a a a

a

a

a

  
     

      

3 4 4(3,2(3))A E

4

1 0 0 0

0 1 0 0
(3, 2(3))

0 3 1 0

0 0 0 1

E

 
 
 
 
 
 

11 13 14

21 23 24

12

2

31 3

2

3 3432

1 0 0 0

0 1 0 0

0 3 1 0

0 0 0 1

a a a

a a a

a a a

a

a

a

 
   
          

 

12 13

22 23

32 33 3

11 13 14

21 23 24

1 33 34

3

3

3

a a

a a

a a a

a a a

a aa aa

 
 












三、初等变换与矩阵乘法
用第三类初等矩阵左乘(右乘)一个矩阵：



把矩阵A的第 i 行与第 j 行互换，即 .i jr r( , )m m nE i j A 

把矩阵A的第 i 列与第 j 列互换，即 .i jc c( , )n nmA E i j

( ( )) nm mE i k A  以非零常数 k 乘矩阵A的第 i 行，即 .ir k

( ( ))m n nA E i k 以非零常数 k 乘矩阵A的第 i 列，即 .ic k

( , ( ))m m nE i j k A  把矩阵A第 j 行的 k 倍加到第 i 行，即 .i jr kr

( , ( ))n nmA E i j k 把矩阵A第 i 列的 k 倍加到第 j 列，即 .j ic kc

三、初等变换与矩阵乘法



口诀：左行右列

【定理】设 A是一个 m×n 矩阵,

 对 A 施行一次初等行变换, 相当于在 A 的左边乘以相应的 m 阶

初等矩阵;

 对 A 施行一次初等列变换, 相当于在 A 的右边乘以相应的 n 阶

初等矩阵.

三、初等变换与矩阵乘法



本节概要

 矩阵的初等变换起源于对线性方程组求解问题的研究，

是处理矩阵常用的一种基本方法.

一、矩阵的初等变换

二、初等矩阵

三、初等变换与矩阵乘法

四、初等变换求逆矩阵



【定理】方阵 A 可逆的充要条件是存在有限个初等矩阵P1,P2,…,Pl ,

使得 ．

[事实] 可逆矩阵的等价标准形是单位矩阵.

矩阵可逆的一个刻画

[推论1] m×n 矩阵 A 与 B 等价的充要条件是存在 m 阶可逆矩阵P

及 n 阶可逆矩阵Q , 使得 PAQ = B .

[推论2] 对可逆矩阵 A 仅施行初等行 (列) 变换即可化为单位矩阵.

1 2 lPP P A



四、初等变换求逆矩阵

设方阵 A 可逆,则 1 2 ,lA P P P  从而 .1 1 1
1 1l lP P P A E  

 

当经过若干次初等行变换把

可逆矩阵 A 化为单位矩阵E,

那么用同样的初等行变换施

行在单位矩阵上,便可把单位

矩阵 E 化为 A 的逆矩阵A-1.

( )A E 1( )E A 
初等行变换

A

E

 
 
 

1

E

A 

 
 
 

类似可证

1 1 1 1
1 1l lP P P E A   

 

初等列变换



例 求可逆矩阵 的逆矩阵.

0 1 2

1 1 4

2 1 0

A

 
   
  

解 0 1 2 1 0 0

1 1 4 0 1 0

2 1 0 0 0 1

 
 
 
  

1 1 4 0 1 0

0 1 2 1 0 0

0 0 2 3 2 1

 
 
 
   

1 1 4 0 1 0

0 1 2 1 0 0

2 1 0 0 0 1

 
 
 
  

( )A E 

四、初等变换求逆矩阵

r

1 1 4 0 1 0

0 1 2 1 0 0

0 3 8 0 2 1

 
 
 
    

r r



1 0 0 2 1 1

0 1 0 4 2 1

3 1
0 0 1 1

2 2

 
 
 

 
 

  
 

例 求可逆矩阵 的逆矩阵.

0 1 2

1 1 4

2 1 0

A

 
   
  

解
1 1 4 0 1 0

0 1 2 1 0 0

0 0 2 3 2 1

 
 
 
   

( )A E

四、初等变换求逆矩阵

1

2 1 1

4 2 1

3 1
1

2 2

A 

 
 
 

  
 

  
 

r
1 1 0 6 3 2

0 1 0 4 2 1

0 0 2 3 2 1

 
  
   

r

1 0 0 2 1 1

0 1 0 4 2 1

0 0 2 3 2 1

 
  
   

r r



因为 A-1 (A  B) = (E  A-1B), 所以

(1) 当 A 可逆, 矩阵方程 AX = B 有唯一解: X= A-1B.

( )A B 1( )E A B初等行变换

(2) 当 A 可逆, 矩阵方程 XA = B 有唯一解：X= BA-1.

A

B

 
 
 

1

E

B A 

 
 
 

初等列变换

(3) 当 A, B可逆, 矩阵方程 AXB = C 有唯一解：X= A-1CB-1.

( )A C 1( )E A C初等行变换
1

B

A C

 
 
 

1 1

E

A C B 

 
 
 

初等列变换

初等变换求矩阵方程
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一、矩阵的秩的定义

二、矩阵的秩的计算

三、矩阵的秩的性质

本节概要

 矩阵的秩是刻画矩阵内在性质的一个重要数量特征.

 本节介绍矩阵的秩的定义、计算、性质等.



一、矩阵的秩的定义

二、矩阵的秩的计算

三、矩阵的秩的性质

本节概要

 矩阵的秩是刻画矩阵内在性质的一个重要数量特征.

 本节介绍矩阵的秩的定义、计算、性质等.



一、矩阵的秩的定义

【定义】在 m×n 矩阵 A 中, 任取 k 行 k 列 (k ≤ m, k≤n), 位于这些

行和列交叉处的 k2 个元素, 按照它们在 A 中的原位置构成的 k 阶

行列式称为矩阵 A 的一个 k阶子式．

[注] k k
m nC C

kmax= min{m, n}

(1)Am×n 的 k 阶子式的个数:

(2)Am×n 的子式的最高阶数:

(3) n 阶方阵 A 的 n 阶子式即为 | A|.

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34 3 4

a a a a

A a a a a

a a a a


 
   
 
 

12 13

32 33

a a

a a
2 阶子式



【定义①】矩阵 A 的所有非零子式的最高阶数 r, 称为矩阵 A的秩,

记作 R(A) = r 或 rank(A) = r．

[规定] 零矩阵的秩等于零, 即 R(O)=0 ．

例

2 1 0 3 2

0 3 1 2 5

0 0 0 4 3

0 0 0 0 0

  
  
 
 
 

A
2 0 3

0 1 2 8 0

0 0 4

  

显然, A 的所有 4 阶子式全为 0.

同时，3阶子式

一、矩阵的秩的定义

( ) 3.R A所以

 若 A 为 m×n 矩阵，则 0 ≤ R(A) ≤ min{m, n} ．



【定义③】若矩阵 A 满足以下两个条件, 则 R(A) = r.

(1) A 至少有一个 r 阶子式不为零;

【定义②】若矩阵 A 满足以下两个条件, 则 R(A) = r.

(1) A 至少有一个 r 阶子式不为零;

(2) A 的所有 r+1 阶、r+2 阶、…、kmax阶子式全为零.

(2’) A 的所有 r+1 阶子式 (如果存在) 全为零.

依行列式按行（列）展开法则:

A 的任一个 r +2 阶子式(若存在)

都可以用 r +1 阶子式来表示．

依
此
类
推

意味着: 只要A的所有 r +1 阶

子式全为0，则A的所有r +2 阶

子式(若存在)必然为0 ．

一、矩阵的秩的定义



[特例] 当 m = n 时, 即对于方阵 A, 若 R(A) = n , 则A为满秩矩阵.

 若 A 为 m×n 矩阵,则 0 ≤ R(A) ≤ kmax = min{m, n}．

 若R(Am×n) = m, 行满秩矩阵; R(Am×n) = n, 列满秩矩阵.

若 R(A) = kmax , 则 A为满秩矩阵.

存在n阶子式不为零

| A| ≠0

A可逆
可逆矩阵又称满秩矩阵, 即

| A| ≠ 0 , 亦即 R(A) = n .

不可逆矩阵又称降秩矩阵, 即

| A| = 0 , 亦即 R(A) < n .

一、矩阵的秩的定义



(1) 矩阵 A 至少有一个 r 阶子式不为零 R(A) ≥ r 

矩阵 A 的所有 r 阶子式全为零 R(A) < r

(2)  R(AT) = R(A) = R( A) ( ≠ 0)

(3) 设矩阵 A, B 行数相同, 则 R(A B) ≥ max{R(A), R(B)}.

设矩阵 A, B 列数相同, 则 .max{ ( ), ( )}R R R
 

 
 

 
A

A B
B

一、矩阵的秩的定义



一、矩阵的秩的定义

二、矩阵的秩的计算

三、矩阵的秩的性质

本节概要

 矩阵的秩是刻画矩阵内在性质的一个重要数量特征.

 本节介绍矩阵的秩的定义、计算、性质等.



2 1 0 3 2

0 3 1 2 5

0 0 0 4 3

0 0 0 0 0

A

  
  
 
 
 

二、矩阵的秩的计算

例 求矩阵 A 的秩, 其中

解 一方面，A 是一个阶梯形矩阵，其非零行有 3 行，

因此其 4 阶子式全为零，

另一方面，以主元为对角元的 3 阶子式 ，

2 1 3

0 3 2 24 0

0 0 4


  

故 R(A) = 3 ．

[事实] 阶梯形矩阵的秩等于它的非零行的行数.

所以 ( .3)R A 

( .3)R A 所以



二、矩阵的秩的计算
例 求矩阵 A 的秩.

事实 矩阵的最高阶非零子式可能不唯一．

2 1 0 3 2

0 3 1 2 5

0 0 0 4 3

0 0 0 0 0

A

  
  
 
 
 

2 0 3

0 1 2 8

0 0 4

 
2 1 2

0 3 5 18

0 0 3

 
 



2 0 2

0 1 5 6

0 0 3


 



矩阵 A 的其它 3 阶非零子式:



例 求矩阵 A 的秩, 其中 ．

3 2 0 5 0

3 2 3 6 1

2 0 1 5 3

1 6 4 1 4

 
   
 
 

  

A

[分析]  在 A 中, 2 阶子式 ．
3 2

12 0
3 2

  


A 的 3 阶子式共有 个，

要从40个子式中找出一个非零子式或验证其全为零是非常麻烦的.

3 3
4 5 40C C 

一般的矩阵，当行数和列数较大时，按定义求秩是很麻烦的.

二、矩阵的秩的计算



二、矩阵的秩的计算

一般的矩阵,当行数和列数较高时,按定义求秩是很麻烦的.

而阶梯形矩阵的秩容易计算(即它的非零行的行数).

能否将一般的矩阵化为阶梯形矩阵?

初等变换会不会改变矩阵的秩？

能! 用初等变换

问
题

问
题

【定理】初等变换不改变矩阵的秩.

(矩阵的秩是初等变换下的不变量)

一般矩阵秩的计算能否转换成阶梯形矩阵的秩来计算？



二、矩阵的秩的计算

【定理】初等变换不改变矩阵的秩.

[应用] 求矩阵A的秩, 只要用初等变换将 A 化成阶梯形矩阵 B,

由定理，阶梯形矩阵 B 的秩即为矩阵 A 的秩.

而阶梯形矩阵 B 的秩等于它的非零行的行数.

(矩阵的秩是初等变换下的不变量)



3 2 0 5 0 1 6 4 1 4

3 2 3 6 1 0 4 3 1 1
~

2 0 1 5 3 0 0 0 4 8

1 6 4 1 4 0 0 0 0 0

r

A

    
         
    
   

    

例 求矩阵 的秩, 并求 A 的一个最高阶非零子式.

3 2 0 5 0

3 2 3 6 1

2 0 1 5 3

1 6 4 1 4

 
   
 
 

  

A

解 先求矩阵 A 的秩. 

二、矩阵的秩的计算

行阶梯形矩阵有 3 个非零行，故 R(A) = 3 ．



解 再求矩阵 A 的一个最高阶非零子式. 

二、矩阵的秩的计算

3 2 0 5 0 1 6 4 1 4

3 2 3 6 1 0 4 3 1 1
~

2 0 1 5 3 0 0 0 4 8

1 6 4 1 4 0 0 0 0 0

r

A

    
         
    
   

    

选取行阶梯形矩阵中主元所在的列,与之对应的是选取矩阵 A 的

第一、二、四列．

0

1 6 1

0 4 1

0 0 4

0 0 0

B

 
   
 
 
 

0

3 2 5

3 2 6
~

2 0 5

1 6 1

r

A

 
  
 
 

 

R(A0) = 3 (为什么？)

3 2 5

3 2 6 16 0

2 0 5

   

这是 A 的一个最高阶非零子式．

计算 A0的前 3 行构成的子式:



例 设 , 求 A 及矩阵 B = (A b) 的秩.

1 2 2 1 1

2 4 8 0 2

2 4 2 3 3

3 6 0 6 4

    
       
    
   

    

,A b

解

1 2 2 1 1 1 2 2 1 1

2 4 8 0 2 0 0 2 1 0

2 4 2 3 3 0 0 0 0 1

3 6 0 6 4 0 0 0 0 0

      
       
    
   

    

rB
R(A) = 2

R(B) = 3

二、初等变换求矩阵的秩



二、初等变换求矩阵的秩

例 设 已知 R(A) = 2, 求 a与b 的值．

1 1 1 2

3 1 2 ,

5 3 6

A a

b

 
   
 
 

解 1 1 2

3 2 0

5 3 6

a


 4 20 0a   5a 

1 1 2

3 1 2 0

5 6b

  4 4 0b   1b 



二、初等变换求矩阵的秩

例 设 已知 R(A) = 2, 求 a与b 的值．

1 1 1 2

3 1 2 ,

5 3 6

A a

b

 
   
 
 

解法二

1 1 1 2 1 1 1 2

3 1 2 0 3 4 4

5 3 6 0 8 5 4

A a a

b b

    
           
       

5 3 17 0,

4 20 0

ab a b

a

    
  

5, 1.a b  

1 1 1 2

1 1
0 1 ( 5)

8 2
0 0 5 3 17 4 20

b

ab a b a

 
 
   
 
      



一、矩阵的秩的定义

二、矩阵的秩的计算

三、矩阵的秩的性质

本节概要

 矩阵的秩是刻画矩阵内在性质的一个重要数量特征.

 本节介绍矩阵的秩的定义、计算、性质等.



三、矩阵的秩的性质

问：矩阵的等价标准形是否唯一？r 又是什么？

m nA 
r

m n

E O

O O


 
 
 

初等变换

答：矩阵的等价标准形唯一，r 是矩阵 A 的秩.

推论 对任意 矩阵 A，设矩阵A的秩为r，则存在 m 阶

可逆矩阵 P 和 n 阶可逆矩阵Q，使得

m n

r 
  

 

E O
PAQ

O O

【定理】初等变换不改变矩阵的秩. 若 A ~ B, 则 R(A) = R(B) ．



[推论] 设 A , B∈P m×n,则下列说法等价:

(1) A ~ B ;

(3) R(A) = R(B) ;

(2) 存在可逆矩阵 P, Q,使得 PAQ = B ;

(4) A, B 有相同的标准形.

[推论] 设 B , C分别为 m 阶, n 阶可逆矩阵,则:

R(A m×n) = R(BA) = R(AC) = R(BAC) .

三、矩阵的秩的性质

[性质] (1) R(A＋B) ≤ R(A)＋R(B) (2) R(AB) ≤ min{R(A), R(B)}



谢谢！

线性代数



第2.7节 线性方程组的消元法

主讲人： 柳顺义

长安大学理学院

线性代数



线性方程组的一般问题

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

.

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







问题1 线性方程组在什么情况下有解, 什么情况下无解？

问题2 若方程组有解，有多少个解？

问题3 如何求出线性方程组的全部解？

问题4 线性方程组的解不止一个时, 解与解之间有什么关系？

m, n 不一定

相等



一、线性方程组的消元法

二、矩阵消元法

本节概要

 本节介绍矩阵消元法及解的存在与唯一性定理.

三、线性方程组有解的条件

四、若干例题



一、线性方程组的消元法

二、矩阵消元法

本节概要

 本节介绍矩阵消元法及解的存在与唯一性定理.

三、线性方程组有解的条件

四、若干例题



一、线性方程组的消元法
例 用消元法求解线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2,

2 4,

4 6 2 2 4,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

①

②

③

④
解

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2,

2 4,

4 6 2 2 4,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

①

②

③

④

① ②

③×1/2

①

②

③

④

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4,

2 2,

2 3 2,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    



一、线性方程组的消元法

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4,

2 2,

2 3 2,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

①

②

③

④

②+③×(－1)
③+①×(－2)

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 4,

  2 2 2 0,

5 5 3 6,

3 3 4 3.

x x x x

x x x

x x x

x x x

   
   
     
    

④+①×(－3)

①

②

③

④

② × 1/2

③＋②×5

④+②×(－3)
1 2 3 4

2 3 4

4

4

2 4,

0,

2 6,

3.

x x x x

x x x

x

x

   
   
  
  

①

②

③

④

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 4,

0,

5 5 3 6,

3 3 4 3.

x x x x

x x x

x x x

x x x

   
   
     
    

①

②

③

④



一、线性方程组的消元法
1 2 3 4

2 3 4

4

4

2 4,

0,

2 6,

3.

x x x x

x x x

x

x

   
   
  
  

④+③×(－1/2) 

1 2 3 4

2 3 4

4

2 4,

0,

3,

0   0.

x x x x

x x x

x

   
   
  
 

①

②

③

④

①

②

③

④

1 3

2 3

4

4,

3,

3.

x x

x x

x

 
  
  

选取 x3 为自由未知量，则 令 x3  = c ，则通解为

1

2

3

4

4

3

3

x c

x c
X

x c

x

   
       
   
   

  

1 4

1 3
,( ).

1 0

0 3

c c R

   
   
     
   
   

   

阶梯形方程组

③×1/2



一、线性方程组的消元法
三种变换：

交换方程的次序，记作 ；i j

以非零常数 k 乘某个方程，记作 ；i ×k  

一个方程的 k 倍加到另一个方程上，记作 . i ＋k j

事实1 上述三种变换是可逆的.

事实2 变换前后的方程组同解.

事实3 在上述变换过程中，实际上只对方程组的系数和常数

进行运算，未知数并未参与运算.



一、线性方程组的消元法

二、矩阵消元法

本节概要

 本节介绍矩阵消元法及解的存在与唯一性定理.

三、线性方程组有解的条件

四、若干例题



二、矩阵消元法

线性方程组的
增广矩阵

事实 对线性方程组施行的变换可转化为对增广矩阵的初等行变换.

2 1 1 1 2

1 1 2 1 4

4 6 2 2 4

3 6 9 7 9

A

 


 


 



  
 
 
 

2 1 1 1 2

1 1 2 1 4

4 6 2 2 4

3 6 9 7 9

A

  
   
  
 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2,

2 4,

4 6 2 2 4,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    



二、矩阵消元法

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2,

2 4,

4 6 2 2 4,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4,

2 2,

2 3 2,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

2 1 1 1 2

1 1 2 1 4

4 6 2 2 4

3 6 9 7 9

A

  
   
  
 

 

1

1 1 2 1 4

2 1 1 1 2

2 3 1 1 2

3 6 9 7 9

B

 
    
  
 

 

1 2r r

3 1 / 2r 

①

②

③

④

①

②

③

④

① ②

③×1/2



二、矩阵消元法

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4,

2 2,

2 3 2,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 4,

  2 2 2 0,

5 5 3 6,

3 3 4 3.

x x x x

x x x

x x x

x x x

   
   
     
    

1

1 1 2 1 4

2 1 1 1 2

2 3 1 1 2

3 6 9 7 9

B

 
    
  
 

 

2

1 1 2 1 4

0 2 2 2 0

0 5 5 3 6

0 3 3 4 3

B

 
   
   
 

  

2 3( 1)r r 
3 1( 2)r r 
4 1( 3)r r 

①

②

③

④

①

②

③

④

②+③×(－1)
③+①×(－2)
④+①×(－3)



二、矩阵消元法
1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 4,

  2 2 2 0,

5 5 3 6,

3 3 4 3.

x x x x

x x x

x x x

x x x

   
   
     
    

2

1 1 2 1 4

0 2 2 2 0

0 5 5 3 6

0 3 3 4 3

B

 
   
   
 

  

2 1 / 2r 

①

②

③

④

② × 1/2

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 4,

0,

5 5 3 6,

3 3 4 3.

x x x x

x x x

x x x

x x x

   
   
     
    

①

②

③

④

3

1 1 2 1 4

0 1 1 1 0

0 5 5 3 6

0 3 3 4 3

B

 
   
   
 

  



二、矩阵消元法

1 2 3 4

2 3 4

4

4

2 4,

0,

2 6,

3.

x x x x

x x x

x

x

   
   
  
  

4

1 1 2 1 4

0 1 1 1 0

0 0 0 2 6

0 0 0 1 3

B

 
   
 
 

 

3 25r r

4 2( 3)r r 
③＋②×5 

④+②×(－3 )

①

②

③

④

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 4,

0,

5 5 3 6,

3 3 4 3.

x x x x

x x x

x x x

x x x

   
   
     
    

①

②

③

④

3

1 1 2 1 4

0 1 1 1 0

0 5 5 3 6

0 3 3 4 3

B

 
   
   
 

  



二、矩阵消元法

1 2 3 4

2 3 4

4

4

2 4,

0,

2 6,

3.

x x x x

x x x

x

x

   
   
  
  

1 2 3 4

2 3 4

4

2 4,

0,

3,

0   0.

x x x x

x x x

x

   
   
  
 

4

1 1 2 1 4

0 1 1 1 0

0 0 0 2 6

0 0 0 1 3

B

 
   
 
 

 

5

1 1 2 1 4

0 1 1 1 0

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

B

 
   
 
 
 

3 1 / 2r 
4 3( 1 / 2)r r ④+③×(－1/2)

①

②

③

④

①

②

③

④

阶梯形方程组 阶梯形矩阵

③×1/2



二、矩阵消元法

5

1 1 2 1 4

0 1 1 1 0

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

B

 
   
 
 
 

6

1 0 1 0 4

0 1 1 0 3

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

B

 
   
 
 
 

2 3( 1)r r 

阶梯形矩阵 行最简形矩阵

1 3

2 3

4

4,

3,

3.

x x

x x

x

 
  
  

B6 对应的线性方程组为 令 x3  = c ，则

1

2

3

4

4

3

3

x c

x c
X

x c

x

   
       
   
   

  

1 4

1 3
.

1 0

0 3

c

   
   
    
   
   

   

1 3( 1)r r 

1 2( 1)r r 



二、矩阵消元法

初等行变换
线性方程组的增广矩阵

阶梯形矩阵

行最简形矩阵

停止 写出解

初等行变换

问：能不能用初等列变换？(可互换两列)

有解无解



《九章算术》之线性方程组的解法

 本节介绍的消元法称为高斯消元法 (Gaussian 

elimination)，由德国数学家高斯于 19 世纪所

提出.

 实际上，早在《九章算术》中

已出现类似的求解线性方程组

的消元法.



一、线性方程组的消元法

二、矩阵消元法

本节概要

 本节介绍矩阵消元法及解的存在与唯一性定理.

三、线性方程组有解的条件

四、若干例题



三、线性方程组有解的条件
[定理] 设 Ax = b 为 n 元线性方程组，则

(1)无解的充分必要条件是 R(A) < R(A  b)；

(2)有唯一解的充分必要条件是 R(A) = R(A b) = n ；

(3)有无穷多解的充分必要条件是 R(A) = R(A b) < n ．

分析 只需证明条件的充分性,即

• R(A) < R(A b)            无解；

• R(A) = R(A b) = n      唯一解；

• R(A) = R(A b) < n     无穷多解．

则

无解 R(A) < R(A b) ；

唯一解 R(A) = R(A b) = n ；

无穷多解 R(A) = R(A b) < n. 














三、线性方程组有解的条件
证

11 1, 1

21 2, 2

,1 ,

1

( 1)

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n r

n r

r r n r r

r

m n

b b d

b b d

b b d
A

d









 

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

 
 

     
 
 
 

     
 

前 r 列 后 n - r 列

设 R(A) = r .为叙述方便,不妨设 的行最简形矩阵为 A A b

于是第 r +1 行对应矛盾方程

0 = 1，故原线性方程组无解．

R(A) ≤ R(A b) ≤ R(A)＋1  

(1) 证 R(A) < R(A b)      无解．

若 R(A) < R(A b) ，即 R(A b) 

= R(A)＋1，则 dr+1 = 1 ．
1



三、线性方程组有解的条件
证

前 n 列前 r 列

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A






 









  




  


1

2

( 1)

0

0

0
n

m n

d

d

d

 


















(2) 证 R(A) = R(A b) = n         唯一解．

若 R(A) = R(A b) = n，
故原线性方程组有唯一解．


后 n - r 列

则 dr+1 = 0 且 r = n，

对应的线性方程组为

1 1

2 2

,

,

.n n

x d

x d

x d


 


 



A

从而 bij 都不出现.

11 1,

21 2,

,1 ,

0 0

0 0

0 0

n r

n r

r r n r

b b

b b

b b










 




 


1

2

1

( 1)

0

0

r

r

m n

d

d

d

d 

 




















三、线性方程组有解的条件
证

前 r 列

则 dr+1 = 0 .

后 n - r 列

即 r < n ，

11 1, 1

21 2, 2

,1 ,

1

( 1)

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n r

n r

r r n r r

r

m n

b b d

b b d

b b d
A

d









 

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

 
 

     
 
 
 

     
  1 11 1 1, 1

2 21 1 2, 2

1 1 ,

,

,

.

r n r n

r n r n

r r r r n r n r

x b x b x d

x b x b x d

x b x b x d

 

 

 

   
    


    







对应的线性方程组为A
0

(3)证 R(A) = R(A b) < n         
无穷多解．

若 R(A) = R(A b) < n ，



三、线性方程组有解的条件
证

1 11 1 1, 1

2 21 1 2, 2

1 1 ,

,

,

.

r n r n

r n r n

r r r r n r n r

x b x b x d

x b x b x d

x b x b x d

 

 

 

   
    


    







1 11 1 1, 1

2 21 1 2, 2

1 1 ,

,

,

.

r n r n

r n r n

r r r r n r n r

x b x b x d

x b x b x d

x b x b x d

 

 

 

    
     


     






令 xr+1, …, xn 为自由未知量，则

再令 xr+1 = c1,  xr+2 = c2, … , 
xn = cn-r ，则

1 11 1 1, 1

1 1 ,

1 1

n r n r

r r r n r n r r

r

n n r

x b c b c d

x b c b c d

x c

x c

 

 





      
   
   
      

   
   
   
      
   


 



 

11 1, 1

1 ,
1 1 0 0

0 1 0

n r

r r n r r
n r

b b d

b b d
c c






      
     
     
      

        
     
     
          
     

  



  

方程组的
通解

故方程组有无穷多解.



一、线性方程组的消元法

二、矩阵消元法

本节概要

 本节介绍矩阵消元法及解的存在与唯一性定理.

三、线性方程组有解的条件

四、若干例题



四、例题
例 求解非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3   1,

3   5 3 2,

2   2 2 3.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

1 2 3 1 1 1 2 3 1 1

3 1 5 3 2 ~ 0 5 4 0 1

2 1 2 2 3 0 0 0 0 2

r

A

      
          
      

R(A) = 2，R(    ) = 3 ，故原线性方程组无解．A

解



四、例题
例 求解非齐次线性方程组

解

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2       2,

  2   4,

4 6 2 2 4,

3 6 9 7 9.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

2 1 1 1 2 1 0 1 0 4

1 1 2 1 4 0 1 1 0 3
~

4 6 2 2 4 0 0 0 1 3

3 6 9 7 9 0 0 0 0 0

r

A

     
       
     
   

   

R(A) = R(   ) = 3 < 4，故原线性方程组有无穷多解．A



四、例题
解 (续) 2 1 1 1 2

1 1 2 1 4

4 6 2 2 4

3 6 9 7 9

1 0 1 0 4

0 1 1 0 3
~

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

r

A

  
  
  
 

 
 

  
 
 
 

行最简形矩阵对应的方程组为

1 3

2 3

4

4,

3,

3.

x x

x x

x

 
  
  

令 x3 为自由未知量，则

1 3

2 3

4

4,

3,

3.

x x

x x

x

 
  
  

所以方程组的通解为

1

2

3

4

4 1 4

3 1 3
, ( ).

1 0

3 0 3

x c

x c
c c R

x c

x

       
                 
       
       

       

 如何选取自由未知量？

 自由未知量的个数是n - R(A).



四、例题
例 求解齐次线性方程组

解

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

2 2 2 0

4 3 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

~

1 0 2 5 3 0

0 1 2 4 3 0

0 0 0 0 0

  
 
 
 
 

1 2 2 1 0

2 1 2 2 0

1 1 4 3 0

A

 
    
    

行最简形矩阵对应的方程组为













,0
3
4

2

,0
3
5

2

432

431

xxx

xxx

选取 为自由未知量, 并令

,得通解

3 4,x x

3 1 4 2,x c x c 

1 2
1

2
1 2 1 2 1 2

3

14

2

5 5
2

23 3
4 2 4

2 , ( , ).
3 31

00
1

c c
x

x
c c c c c c R

x
cx
c

         
                       
      
        

  



四、例题

例

含参数的线性方程组

设有线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 )  0,

(1 ) 3,

 (1 ) .

x x x

x x x

x x x




 

   
    
    

问  取何值时,此方程组有: (1) 唯一解; (2) 无解; (3) 无穷多解？

并在有无穷多解时求其通解．



四、例题

3 2

1 1 1

~ 0 3

0 0 (3 ) (1 )(3 )

r r
 

  
   


 

   
     

解 对增广矩阵作初等行变换

把它变为阶梯形矩阵．

1 1 1 0

1 1 1 3

1 1 1

A




 

 
   
  

1 3

1 1 1

~ 1 1 1 3

1 1 1 0

r r
 





 

  
  

2 1

3 1(1 )

1 1 1

~ 0 3

0 (2 ) (1 )

r r

r r

 
  
    



 

 
   
      

注意:对含参数的矩阵作初等变换时，

由于 +1, +3 等因式可能等于零，

故不宜进行下列的变换：

2 1

1

1
r r




 3

1

3
r






如果作了这样的变换，则需对

+1 = 0 及 +3 = 0

的情况另作讨论．



四、例题

1 1 1

~ 0 3

0 0 (3 ) (1 )(3 )

 
  

   

 
   
     

解 1 1 1 0

1 1 1 3

1 1 1

A




 
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分析:

 实际上没有必要对这4个可能

取值逐一进行讨论, 先从有

唯一解入手． 讨论方程组的解的情况,

就是讨论参数 取何值时，

r2 、r3 是非零行．

 在 r2 、r3 中，有 5 处出现了 ，

要使这 5 个元素等于零， 可
能得取值为 0, 3, -3, 1．



四、例题
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当  = 0 时， ，无解．( ) 1, ( ) 2R A R A 

当  ≠ 0 且 时， ，有唯一解．( ) ( ) 3R A R A 3  

当 时， ，有无穷多解．( ) ( ) 2 3R A R A  3  



四、例题

解法2 因为方程组的系数矩阵A

为方阵，故由克拉默法则,当

|A| ≠ 0 时,方程组有唯一解.
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当  ≠ 0 且  ≠－3 时,有唯一解．

当  = 0 时，
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, 方程组无解.( ) 1, ( ) 2R A R A 

当  = -3 时，
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( ) ( ) 2R A R A  ,有无穷多个解.



小结
[定理] 设 Ax = b 为 n 元线性方程组，则

(1)无解的充分必要条件是 R(A) < R(A  b)；

(2)有唯一解的充分必要条件是 R(A) = R(A b) = n ；

(3)有无穷多解的充分必要条件是 R(A) = R(A b) < n ．

[定理] 线性方程组 Ax = b 有解 R(A) = R(A b) ．

[定理] n 元齐次线性方程组 Ax = 0 有非零解 R(A) < n ．

[推论] 设A是n阶方阵,则方程组 Ax = 0 有非零解 |A| = 0.

[定理] 矩阵方程 AX = B 有解 R(A) = R(A B) ．



练习题
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练习1 为何值时, 方程组有解？并在有解时求其通解.    
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练习2 为何值时,方程组有唯一解、无解、无穷多解？,a b
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