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本章概要

关于“向量”(vector) 你知道多少？

定义：既有大小又有方向的量. 如力、速度、加速度等.

几何表示：有向线段

坐标表示：有序数组
表示

线性运算：加法(平行四边形法则)、数乘

本章将平面向量和空间向量推广到 n 维向量，研究向量组的线性表示、

线性相关性和最大线性无关组. 作为应用，给出线性方程组解的结构.
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一、向量组及其线性运算

【定义1】数域 P上 n 个有次序的数 a1,a2,…,an组成的数组称为

n维向量, 记作a = (a1,a2,…,an). 数a1,a2,…,an称为 a 的分量.

1. 相关定义

写法 行向量 a = (a1,a2,…,an) 或列向量 .

, ,a a b用黑体小写字母 等表示向量.

1
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n

a

a

a

 
 
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 
 
 


a

约定 (1)仅讨论实向量.   1 2 1 2, , , | , , ,n
n nx x x x x x  R R x

(2)在没有指明是行向量还是列向量时都当作列向量．



一、向量组及其线性运算

1. 相关定义
【定义2】由若干个维数相同的向量构成的集合称为向量组, 记作

A、B、C .

n 维单位坐标向量组: 1 2
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, , ,
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一、向量组及其线性运算

1. 相关定义

【定义2】由若干个维数相同的向量构成的集合称为向量组,

记作 A、B、C .

矩阵与向量组的关系：

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

A a a a a

a a a a
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
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 
   
 
 列向量组

行向量组

一一对应



一、向量组及其线性运算
2. 线性运算

设a = (a1,a2,…,an),   = (b1, b2,…, bn), k∈R.

向量的加法: 1 1 2 2( , , , )n na b a b a b    a 

数与向量的乘法 (数乘): 1 2( , , , )nk ka ka ka a

加法与数乘统称为向量的线性运算.

相等: ( 1,2, , )i ia b i n   a  
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二、向量组的线性组合

【定义】对向量组 a1, a2,…, am∈Rn和向量 ∈Rn, 若存在一组数

k1,k2,…,km , 使得

 = k1a1 + k2a2 +…+ kmam

则称是a1, a2,…, am的线性组合, 也称 可由a1, a2,…, am线性表示.

k1,k2,…,km称为组合系数.

1. 线性组合/线性表示

例 令 ,则     T T T

1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1e e e  
2
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   
 
 

1 0 0

2 0 3 1 7 0

0 0 1

     
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1 2 32 3 7 ,e e e   则b可由 线性表示.1 2 3, ,e e e



二、向量组的线性组合

【定义】对向量组 a1, a2,…, am∈Rn和向量 ∈Rn, 若存在一组数

k1,k2,…,km , 使得

 = k1a1 + k2a2 +…+ kmam

则称是a1, a2,…, am的线性组合, 也称 可由a1, a2,…, am线性表示.

k1,k2,…,km称为组合系数.

1. 线性组合/线性表示

(1)零向量可由任意同维数的向量组线性表示． 1 2 .0 0 00 a a am   

(2)向量组a1, a2,…, am中任一向量可由该向量组线性表示.

ai  0a1 +…+ 0ai-1 +1ai + 0ai+1 +…+0am



二、向量组的线性组合

【定义】对向量组 a1, a2,…, am∈Rn和向量 ∈Rn, 若存在一组数

k1,k2,…,km , 使得

 = k1a1 + k2a2 +…+ kmam

则称是a1, a2,…, am的线性组合, 也称 可由a1, a2,…, am线性表示.

k1,k2,…,km称为组合系数.

1. 线性组合/线性表示

(3)任一向量可由同维数单位坐标向量组线性表示．

a  a1,a2,…,anT  a11 + a22 +…+ann



二、向量组的线性组合

线性方程组的三种表示形式
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2 .

,
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m m mn n m
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一般形式：

矩阵表示：

向量表示：
11 12 1 1

21 22 2 2
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1 2

n

n
n

m m mn m

a a a b

a a a b
x x x

a a a b

       
       
          
       
       
       


   

1 1 2 2 n nx x x    ba a a
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二、向量组的线性组合

【定理】设b,a1,a2,…,an∈Rm, 则b可由向量组 a1,a2,…,an线性表示

线性方程组 Ax = b 有解, 其中A = (a1 a2 … an) m×n

R(A) = R(A b) 且当 R(A) = R(A b) = n 时, 表示法唯一;

当 R(A) = R(A b) < n 时, 表示法不唯一.

存在一组数k1, k2,…, kn, 使得 k1a1 + k2a2 +…+ knan = b .

向量方程 x1a1 + x2a2 +…+ xnan = b 有解.



二、向量组的线性组合
例 设 , 证明

向量b能由向量组 线性表示, 并求出表示式.

T T T T
1 2 3(1,1,2,2) , (1, 2,1,3) , (1, 1,4,0) , (1,0,3,1)    a a a b

1 2 3, ,a a a

解 即证矩阵 A = (a1 a2 a3)与B = (A b)有相同的秩.

1 1 1 1

1 2 1 0

2 1 4 3

2 3 0 1
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 



1 0 3 2
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0 0 0 0

 
   
 
 
 

( ) ( ) 2R R A  可表示
r

线性方程组 的通解为 ,其中 可任意取值.Ax b
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c

c
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x c

故 .1 2 3( 3 2) (2 1)c c c     a a ab



二、向量组的线性组合

【定义】设有两个向量组A :a1, a2,…, am与B : 1, 2,…, s,

若A 中每个向量都可由B 线性表示, 称A 可由B 线性表示;

若A 与B 可互相线性表示, 称A 与B 等价.

2. 向量组的等价

向量组的等价满足: 反身性; 对称性; 传递性



二、向量组的线性组合

若 , 即m n m s s n  C A B

则

11 12 1

21 22 2
1 2 1 2

1 2

( ) ( )
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n
n

s s sn

b b b

b b b

b b b
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1 11 1 21 2 1+ + + sb b b ,sc a a a 12 1 22 2 2+ + + sb b b2 ,sc a a a 1 1 2 2+ + +j j sjb b b ,j sc a a a

乘积矩阵 C 的列向量组能由左因子矩阵 A 的列向量组线性表示



二、向量组的线性组合
11 12 1 11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2 21 22 2
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乘积矩阵 C 的行向量组能由右因子矩阵 B 的行向量组线性表示



二、向量组的线性组合

【定理】设有两个向量组A :a1, a2,…, am与B : 1, 2,…, s, 则

向量组B 可由A 线性表示

存在矩阵 K, 使得 B = AK, 其中

A = (a1 a2 … am), B = (1 2 … s)

矩阵方程 AX = B 有解

R(A) = R(A  B)



二、向量组的线性组合

推论1 如果向量组B  可由A 线性表示, 则 R(B) ≤ R(A) .

推论2 向量组A 与向量组B  等价 R(A) = R(B) = R(A B) .

【定理】设有两个向量组A :a1, a2,…, am与B : 1, 2,…, s, 则

向量组B 可由A 线性表示

矩阵方程 AX = B 有解

R(A) = R(A  B)



二、向量组的线性组合

推论3 n维单位坐标向量组1,2,…, n可由n维向量组a1,a2,…,am 

线性表示 R(A) = n，其中 A = (a1 a2 … am).

证

1,2,…, n可由a1,a2,…,am 线性表示 ( ) ( )nR R A EA

又 ,故 .( )nR nA E ( )R nA

首先注意到 1,2,…, n构成的矩阵是 n 阶单位矩阵E.



二、向量组的线性组合

向量组A 与向量组B   等价

R(A) = R(A B)
矩阵方程

AX = B有解
向量组B  可由向量组A   

线性表示

R(A) = R(A b)
线性方程组
Ax = b 有解

列向量b可由列向量组
a1,a2,…,an 线性表示

R(A) = R(B) = R(A  B)
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三、向量空间

【定义1】设V是数域P上n维向量组成的非空集合, 如果V对于向量

的加法和数乘封闭, 即

(1) 对任意的a∈V, ∈V, 都有a +∈V; (对加法封闭)

(2) 对任意的a∈V, k∈P, 都有 ka ∈V; (对数乘封闭)

则称V是数域 P上的向量空间.

例 全体 n 维实向量构成的集合 Rn是实数域上的向量空间.

【定义2】若向量空间V的非空子集V1按V 的线性运算也构成数域

P上的向量空间, 则称V1是V 的子空间.

事实 向量空间V总有两个平凡子空间: V 自身和零子空间{0}.



三、向量空间
例 下列哪些集合是向量空间:

(1) 集合V={ x = (0, x2,…, xn) | x2,…, xn     R}.

(2) 集合V={ x = (1, x2,…, xn) | x2,…, xn     R}.

(3) n元齐次线性方程组的解集 . |S   0x Ax

因为0∈S,  故S非空.           

1 2 1 2( ) ,     0 0 0A x x Ax Ax

不是 <对加法和数乘都不封闭>

[思考题]  n元非齐次线性方程组的解集S ={ x | Ax = b }是不是向量空间？

齐次方程组
的解空间

对任意的x1, x2∈S, k∈R ,有:           

1 1( ) ( )k k  0,A x Ax

1 2 S  x x

1 .k S x 故S是向量空间

是





三、向量空间
例 设a1,a2,…,am∈Rn, 试证由这m个向量的一切线性组合形成的集合

是一个向量空间.

【定义】称V为由a1,a2,…,am生成的向量空间, 记V=span(a1,a2,…,am)

[练习] 证明等价的向量组所生成的向量空间相等.

},,2,1,,|{
1

miV i

m

i
ii  



R αxx

证 设 则,  , 1111 VV mmmm  ααyααx  

  ,)()( 111 Vmmm  ααyx  

1 1( ) ( ) ,   m mk k k V k       Rx α α



三、向量空间

V = span(a1,a2,…,am)的几何意义：

a a

a
b

c

 a

 bg c

a
b

 a

 b

 span( )= |  R a a R

 

2 span( , )

| ,   


  

R a b

a b R

 

3 span( , , )

| , ,  g   g


   

R a b c

a b c R
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第3.2节 向量组的线性相关性



一、线性相关性的定义

二、线性相关性的几何意义

三、线性相关性的判定

四、线性相关性的性质

本节概要

向量组的线性相关性是向量在线性运算下的一种性质，

在研究向量空间的结构与分类中起着极为重要的作用，也是

进一步研究线性方程组理论的基础.



一、线性相关性的定义

二、线性相关性的几何意义

三、线性相关性的判定

四、线性相关性的性质

本节概要

向量组的线性相关性是向量在线性运算下的一种性质，

在研究向量空间的结构与分类中起着极为重要的作用，也是

进一步研究线性方程组理论的基础.



问题: 给定向量组A   , 零向量0是否可以由向量组A 线性表示? 

追问: 零向量0 可以由向量组A   线性表示, 组合系数能否不全为零?

答: 可以, 组合系数全取为0即可

问题引入



一、线性相关性的定义

【定义】设a1, a2,…, am∈Rn, 若存在不全为零的数 k1,k2,…,km∈R,

使得 k1a1 + k2a2 +…+ kmam = 0，称a1, a2,…, am线性相关.

否则, 称a1, a2,…, am线性无关.

(即: 若 k1a1 + k2a2 +…+ kmam= 0 成立, 必有 k1= k2= …= km= 0 )

[说明]

(1) 一个向量组要么线性相关，要么线性无关，二者只具其一．

(2) 向量组 a1, a2,…, am 的线性相关性通常指 m ≥ 2 的情形．



一、线性相关性的定义

【定义】设a1, a2,…, am∈Rn, 若存在不全为零的数k1,k2,…,km∈R,

使得 k1a1 + k2a2 +…+ kmam = 0， 称a1, a2,…, am线性相关.

否则, 称a1, a2,…, am线性无关.

[简单情形]

(1)向量 线性相关 .a  0a

(2)向量 与 线性相关 与 的对应分量成比例.a  a 

(3)任意包含零向量的向量组必线性相关.



一、线性相关性的定义

二、线性相关性的几何意义

三、线性相关性的判定

四、线性相关性的性质

本节概要



二、线性相关性的几何意义

1 2 .k k  0a 
两个向量 共线

三个向量 共面a g

1 2 3x x x  a  g 0齐次线性方程组 有非零解

存在不全为0的数 ，使得1 2 3, ,k k k 1 2 3k k k  a  g 0

,a 
存在不全为 0 的数 ，使得1 2,k k

在 中：
3R

a 与 线性相关.

线性相关.a g

 det 0a  g三阶行列式



一、线性相关性的定义

二、线性相关性的几何意义

三、线性相关性的判定

四、线性相关性的性质

本节概要



三、线性相关性的判定
【定理】向量组a1,a2,…,am 线性相关

齐次线性方程组 x1a1 + x2a2 +…+ xmam = 0 有非零解.

R(A) < m 即矩阵 A=(a1 a2 … am) 的秩小于向量个数

存在一组不全为0的k1, k2,…, km, 使k1a1 + k2a2 +…+ kmam = 0.

向量组a1,a2,…,am 线性无关

齐次线性方程组 x1a1 + x2a2 +…+ xmam = 0 只有零解.

R(A) = m 即矩阵 A=(a1 a2 … am) 的秩等于向量个数

如果k1a1 + k2a2 +…+ kmam = 0, 则必有k1= k2= … = km = 0



三、线性相关性的判定
例 已知 , 分别

讨论向量组 、 及 的线性相关性.

T T T T
1 2 3 4(1,0, 2,1) , (1, 2,0,1) , (2,1,3, 2) , (2,5, 1,4)    a a a a

1 2 3, ,a a a
1 2 4, ,a a a 1 2 3 4, , ,a a a a

解 用初等行变换把矩阵 化为阶梯形:1 2 3 4( )A a a a a

1 1 2 2

0 2 1 5

2 0 3 1

1 1 2 4

 
 
 
 
 
 

A r
1 1 2 2

0 2 1 5

0 0 0 2

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

1 2 3( ) 2 3R a a a 1 2 3, ,a a a 线性相关;

1 2 4( ) 3 3R a a a 1 2 4, ,a a a 线性无关;

1 2 3 4( ) 3 4R a a a a 1 2 3 4, ,a a a a 线性相关.



三、线性相关性的判定
例 证明: n 维单位坐标向量组 1, 2, …, n 线性无关.

证法一 设

1 1 2 2 1 2

1 0 0

0 1 0
.

0 0 1

n n nk k k k k k

     
     
            
     
     
     

0 
  

  

即

1

2

0

0
.

0n

k

k

k

   
   
   
   
   

  

  从而 1 2 0.nk k k   

证法二 令 A  1 2 … n . 显然 ( ) ( ) .nR A R E nn  



三、线性相关性的判定

证 必要性

设向量组a1, a2,…, am线性相关，则存在不全为0的数 1 2, , , ,mk k k

1 1 2 2 .m mk k k    0a a a使得

不妨设 1 0,k  则

2
1 2

1 1

.m
m

kk

k k
   a a a

【定理】向量组a1, a2,…, am (m≥2) 线性相关

其中至少有一个向量可以由其余 m-1个向量线性表示.



三、线性相关性的判定

证 充分性

设 可用 线性表示，则1 1 1, , , ,i i m  a a a a

1 1 11, , , , , ,i i mk k k k  

1 1 1 1 1 1 ,i i i i i m mk k k k         a a a a a

即

由于 不全为0，故a1, a2,…, am 线性相关.

(1 )i i m a

1 1 1 1 1 1 .i i i i m mik k k k         0 a a a aa

【定理】向量组a1, a2,…, am (m≥2) 线性相关

其中至少有一个向量可以由其余 m-1个向量线性表示.



三、线性相关性的判定

【定理】向量组a1, a2,…, am (m ≥ 2) 线性相关
其中至少有一个向量可以由其余 m-1个向量线性表示.

【定理】向量组a1, a2,…, am (m ≥ 2) 线性无关

其中任何向量都不能由其余 m-1个向量线性表示.

“有冗余”

“无冗余”
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二、线性相关性的几何意义

三、线性相关性的判定

四、线性相关性的性质
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四、线性相关性的性质

[性质1] 若向量组有线性相关的部分组,则该向量组线性相关.

证 设向量组 的部分组 线性相关，则

存在不全为0的数 ，使得

1 1, , , , ,t t m a a a a

1, , tk k
1, , ta a

1 1 .t tk k   0a a

从而 1 1 10 0 .t t t mk k       0 a a a a

由于 不全为0，故 线性相关.1, , tk k 1 1, , , , ,t t m a a a a

[推论1] 线性无关向量组的任何非空部分组都线性无关.

( 部分相关, 整体相关;  整体无关, 部分无关)



四、线性相关性的性质
[性质2] 向量组a1, a2,…, an∈Rn线性相关

|A| = 0, 其中 A  a1 a2 … an.

证 a1, a2,…, an∈Rn 线性相关 R(A)＜n         |A|=0

[性质3] 向量组a1, a2,…, am∈Rn (m>n) 必线性相关.

证 A = (a1 a2 … am) 为 n×m的, 故 R(A) ≤ n＜m.         

向量个数大于向量维数时

[推论] n+1个n维向量一定线性相关. 



四、线性相关性的性质

证 由a1, a2,…, am,  线性相关, 则存在不全为0的数 ，使得

0.l 易见

1, , ,mk k l

1 1 2 2 .m mk k k l     0a a a 

否则 ， 线性相关，矛盾.1 1 2 2 m mk k k    0a a a 1 2, , , ma a a

从而
1 2

1 2 .m
m

kk k

l l l
     a a a

再证唯一性. 设 1 2 21 1 212 .m mm mb b ba a a         a a a a a a

则 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) .m m ma b a b a b      0 a a a

故 , 1, 2, , .i ia b i m  

[性质4] 已知a1, a2,…, am线性无关, 而a1, a2,…, am,  线性相关,

求证:  可由a1, a2,…, am唯一地线性表示.

由 a1, a2,…, am 线性无关，则 .0i ia b 



四、线性相关性的性质

[性质5] 向量组A : ai= (ai1, ai2,…, air)T (i=1,2,…, m),

向量组B : i= (ai1, ai2,…, air , ai,r+1 ,…, ai,r+k)T (i=1,2,…, m)

若A 线性无关, 则B 亦线性无关.

若B   线性相关, 则A     亦线性相关.

证 A = (a1 a2 … am) 为 r×m 的,  B = (1 2 … m) 为 (r+k)×m 的, 

若A   线性无关,  则R(A) = m

且矩阵 B 的前 r 行即为矩阵 A, 故 R(A) ≤ R(B).

≤ R(B) ≤ m. 则R(B) = m, 故B  线性无关.

(无关向量组“加长”亦无关;  相关向量组“缩短”亦相关)



四、线性相关性的性质
[性质6] 若A :a1, a2,…, ar∈Rn可由B : 1, 2,…, s ∈Rn线性表示

且r >s, 则A 线性相关.

[推论1] A 可由B 线性表示且A 线性无关, 则 r ≤ s.

[推论2] 两个等价的线性无关向量组所含向量个数相同.

证 A = (a1 a2 … ar) 为n×r的,  B = (1 2 … s) 为n×s的, 

因为A    可由B   线性表示, 则R(A) ≤ R(B) ≤ s＜ r , 故A   线性相关.



例题
例 证明向量组 a1, a2, a3线性无关的充分必要条件是向量组

1 = a1+a2, 2 = a2+a3 , 3 = a3+a1线性无关.

证法1 设k11 + k22 + k33 = 0, 则k1(a1+a2) + k2(a2+a3) + k3(a3+a1) = 0

即(k1+k3) a1 + (k1+k2) a2 + (k2+k3)a3 =0

因为a1, a2, a3线性无关, 故

1 3

1 2

2 3

0

0

0

k k

k k

k k

 
  
  

解之得:
1

2

3

0

0

0

k

k

k


 
 

故1, 2, 3线性无关.

[必要性]



例题
例 证明向量组 a1, a2, a3线性无关的充要条件是向量组

1=a1+a2, 2=a2+a3 , 3=a3+a1线性无关.

证法1 依题: 1, 2, 3可由a1, a2, a3线性表示. 

记 A = (a1 a2 a3), B = (1 2 3), 则 R(B) ≤ R(A).

因为1, 2, 3线性无关, 故 R(B) = 3.

[充分性]

所以 3 = R(B) ≤ R(A) ≤ 3 , 故 R(A) = 3. 

因此a1, a2, a3线性无关.



例题
例 证明向量组 a1, a2, a3线性无关的充要条件是向量组

1=a1+a2, 2=a2+a3 , 3=a3+a1线性无关.

证法2 依题可得 1 2 3 1 2 3

1 0 1

( ) ( ) 1 1 0

0 1 1

 
   
 
 

   a a a

记 A = (a1 a2 a3), B = (1 2 3),
1 0 1

1 1 0 .

0 1 1

 
   
 
 

K 因为 , 故 K 可逆.2 0 | K |

所以 R(A) = R(B). 

a1, a2, a3线性无关 R(A) = 3 R(B) = 3

R(A) = R(B)

1, 2, 3线性无关

B = AK

故:



四、线性相关性的性质

[性质] 对向量组A :a1, a2,…, as∈Rn和B : 1, 2,…, s ∈Rn,

若 R(A) = R(B), 则A   与B   有相同的线性相关性.

证 A   线性相关 R(A)＜s         R(B)＜s         B  线性相关

因为R(A)=R(B)

[性质] 若矩阵 A 与 B 有相同的列数并且 R(A) = R(B), 则 A 与 B 的

列向量组有相同的线性相关性.

一个等价表述：
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第3.3节 向量组的秩



一、最大无关组与向量组的秩

二、向量组的秩及最大无关组的计算

三、向量空间的基、维数与坐标

本节概要

对于给定的一个向量组，其中哪些向量是重要的？如何

找出其中最重要的一部分向量？



一、最大无关组与向量组的秩

二、向量组的秩及最大无关组的计算

三、向量空间的基、维数与坐标

本节概要

对于给定的一个向量组，其中哪些向量是重要的？如何

找出其中最重要的一部分向量？



一、最大无关组与向量组的秩

【定义】设有向量组A , 若在A 中存在 r 个向量a1, a2,…, ar , 满足:

(1) a1, a2,…, ar线性无关；

(2) A 中任意r+1个向量（如果有的话）都线性相关，

则称向量组a1, a2,…, ar 是向量组A 的一个最大线性无关组，简称

最大无关组. (也称为极大线性无关组)
最大无关组所含向量的个数称为向量组A 的秩, 记为 R(A ).

[规定] 若A   中只有零向量, 规定其秩为0.

1. 定义



一、最大无关组与向量组的秩
例 n 维单位坐标向量组 1, 2, …, n是向量组 Rn 的一个最大

无关组，

1 1 1

0 1 1
, , ,

0 0 1

     
     
     
     
     
     


  

不唯一

[思考] 向量组的任两个最大无关组所含向量个数是否相等？

[思考] 一个向量组的最大无关组是否唯一？

例 向量组 也是 Rn 的一个最大无关组.

Rn 的秩等于n ．



一、最大无关组与向量组的秩

【定义】设有向量组A , 若在A 中存在r个向量a1, a2,…, ar , 满足:

(1) a1, a2,…, ar线性无关；

(2) A 中任意r+1个向量（如果有的话）都线性相关,

则称向量组a1, a2,…, ar是向量组A 的一个最大线性无关组.

(2’) A   中任意向量都能由a1, a2,…, ar线性表示,

最大线性无关组的等价定义



一、最大无关组与向量组的秩
2. 性质

(1)  向量组的最大无关组与向量组本身等价．(研究最大无关组的意义)

(2) 向量组的最大无关组未必唯一, 但向量组的秩是唯一确定的．

(3) 若向量组A 的秩为r, 则A 中任意 r 个线性无关的向量都是

它的一个最大无关组.

【定义】设有向量组A , 若在A 中存在r个向量a1, a2,…, ar , 满足:

(1) a1, a2,…, ar线性无关；

(2) A 中任意向量都能由a1, a2,…, ar线性表示,

则称向量组a1, a2,…, ar是向量组A 的一个最大线性无关组,



一、最大无关组与向量组的秩

二、向量组的秩及最大无关组的计算

三、向量空间的基、维数与坐标

本节概要

对于给定的一个向量组，如何找出其中最重要的一部分

向量？



二、向量组的秩及最大无关组的计算
定理 矩阵的秩等于它的列秩，也等于它的行秩.

( )m nR r A设

有 阶子式A r 0rD  中所有 阶子式全为A 1r  0

所在的 列线性无关rrD

中任 列构成的
( 1)m r  矩阵的秩 1r 

A 1r 所在的 列构成的rrD
m r 矩阵的秩为 r

A 的列向量组的秩等于r

所在的 列是rrD 的列向量组的一个最大无关组A

1 , , ma a 线性无关
 1( )mR ma a 

中任 列线性相关A 1r 



二、向量组的秩及最大无关组的计算

A的最高阶非零子式Dr所在的r列（行）是A的列（行）向量组的最大无关组

由上述过程可见：



二、向量组的秩及最大无关组的计算

则 (1) a1, a2, …, an的秩(A的列秩) = A的秩

第一步:以a1, a2, …, an为列构成矩阵 A=(a1 a2 … an);

= B 的非零行数.

注： a1, a2, …, an 也可为行来构造矩阵(作初等列变换)

第二步:将 A 经过初等行变换化为阶梯形矩阵 B.

(2)矩阵B的主元所在的列为B的列向量组的一个最大无关组,

则其对应的A的列向量为a1, a2, …, an的一个最大无关组.

向量组的秩及最大无关组的求法



二、向量组的秩及最大无关组的计算
例 已知 51 2 3 4(3,3,2,1), (2, 2,0,6), (0,3,1, 4), (5,6,5, 1), (0, 1, 3,4).         α α α α α

求向量组 的秩及一个最大无关组.51 2 3 4 ,, , ,α α α α α

解
1 6 4 1 4

0 4 3 1 1
.

0 0 0 4 8

0 0 0 0 0

  
    
 
 
 

B

则 51 2 3 4,, , ,α α α α α 的秩 A的列秩 A的秩 = B 的秩 = 3.

T
5α

初等行变换

T
1α T

2α T
3α T

4α

3

3

2

1








A

2

2

0

6


0

3

1

4

5

6

5

1

0

1

3

4


 




求最大无关组只需找到 中3个线性无关的向量.51 2 3 4,, , ,α α α α α



二、向量组的秩及最大无关组的计算
解

1 6 4 1 4

0 4 3 1 1
.

0 0 0 4 8

0 0 0 0 0

  
    
 
 
 

B

则 51 2 3 4,, , ,α α α α α 的秩 A的列秩  A的秩 = B 的秩 = 3.

T
5α

初等行变换

T
1α T

2α T
3α T

4α

3

3

2

1








A

2

2

0

6


0

3

1

4

5

6

5

1

0

1

3

4


 




求最大无关组只需找到 中3个线性无关的向量.51 2 3 4,, , ,α α α α α

矩阵B的主元所在列对应的A的列向量便为一个最大无关组.

1 2 4, ,α α α 是 的一个最大无关组.51 2 3 4 ,, , ,α α α α α



一、最大无关组与向量组的秩

二、向量组的秩及最大无关组的计算

三、向量空间的基、维数与坐标

本节概要

对于给定的一个向量组，如何找出其中最重要的一部分

向量？



二、向量空间的基、维数与坐标

向量空间

向量空间的基

向量空间的维数

向量组

向量组的最大无关组

向量组的秩

【定义】对向量空间V, 若在 V 中能选出r 个向量a1, a2,…, ar, 满足

(1) a1, a2,…, ar线性无关；

(2) V 中任意一个向量都能由a1, a2,…, ar线性表示；

则称 a1, a2,…, ar为 V 的一个基; 称 r 为V 的维数, 记为dim V ;

称V为r维向量空间.



二、向量空间的基、维数与坐标
例 求向量空间 Rn 的一个基和维数?

例 求向量空间 V1 = { (0, x2, …, xn)T | x2, …, xn∈R }的一个基

和维数?

故 V1 的维数等于n－1．

解

1 2 1

0 0

0 0
, , ,

0 0

1

0

0 0

0 0 0

1

1
n

     
     
     
     

       
     
     
          
     


  

a a a 是V1 的一个基.

解 n维单位坐标向量组是 Rn 的一个基，故 Rn 的维数等于 n .

[注]  向量空间的维数和向量空间中向量的维数是两个概念．



二、向量空间的基、维数与坐标
事实 若a1, a2,…, ar为向量空间V 的一组基, 则V 可表示为：

V = span{a1, a2,…, ar}

[反过来] 设V = span{a1, a2,…, ar}

•若a1, a2,…, ar线性无关,则a1, a2,…, ar是向量空间V的一组基, 

r 是V 的维数.

•若a1, a2,…, ar线性相关,设其最大无关组为ai1 , ai2 , ..., ais ,

则：a1, a2,…, ar与ai1 , ai2 , ..., ais等价

从而： V = span{a1, a2,…, ar} = span{ai1 , ai2 , ..., ais }

故： ai1 , ai2 , ..., ais就是 V 的一组基, s 是V 的维数.



二、向量空间的基、维数与坐标
【定义】如果在向量空间 V 中取定一个基 a1, a2,…, ar，那么

V 中任意一个向量 x 可唯一表示为

x = 1a1 +2a2 + … +rar ,

则数组 1, 2, ..., r称为向量 x 在基 a1 , a2 , ..., ar 中的坐标．

例 的列向量组是 R3 的一个基， 1 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

E e e e

 
    
 
 

1 0 0

2 0 5 1 7 0

0 0 1

     
            
     
     

1 2 32 5 7e e e  
2

5

7

b

 
   
 
 

则

b 在基 e1, e2, e3 中的坐标



二、向量空间的基、维数与坐标

矩阵 的列向量组也是 R3 的一个基. 1 2 3

1 1 1

0 1 1

0 0 1

A a a a
 
    
 
 

1 2 3

2 1 1 1

5 ( 3) 0 ( 2) 1 7 1 3 2 7

7 0 0 1

b a a a
       
                       
       
       

注意：同一个向量在不同基中的坐标一般是不同的．

1 0 0

2 0 5 1 7 0

0 0 1

     
            
     
     

1 2 32 5 7e e e  
2

5

7

b

 
   
 
 
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第3.4节 线性方程组解的结构



一、齐次线性方程组解的结构

二、非齐次线性方程组解的结构

本节概要

问题：什么是线性方程组的解的结构？

答：所谓线性方程组的解的结构，就是当线性方程组有无穷多

个解时，解与解之间的相互关系．

 当方程组存在唯一解时，无须讨论解的结构．

 下面的讨论都是假设线性方程组有无穷多个解．



一、齐次线性方程组解的结构

二、非齐次线性方程组解的结构

本节概要



一、齐次线性方程组解的结构
1. 齐次线性方程组解的性质

[性质1] 若 x = x1， x = x2是齐次线性方程组 Ax = 0 的解，

则 x = x1  x2还是 Ax = 0 的解．

证明 A(x1  x2  = Ax1+ Ax2 = 0 + 0 = 0 ．

[性质2] 若 x = x 是齐次线性方程组 Ax = 0 的解，k 为实数，

则 x = kx 还是 Ax = 0 的解．

证明 A( kx  = k ( Ax ) = k 0 = 0 ．



一、齐次线性方程组解的结构

 齐次线性方程组 Ax = 0 的全体解向量构成的集合是一个向量

空间,称为 Ax = 0 的解空间.

 若求得 Ax = 0 的解空间的一个基：x = x1 x = x2, ... x = xt ，

那么 Ax = 0 的通解可表示为

x = k1x1 + k2x2 + … + ktxt ．

 齐次线性方程组的解空间的一个基称为该齐次线性方程组的

基础解系．



一、齐次线性方程组解的结构
2. 基础解系
【定义】 设 x1,x2,…, xt是 Ax  0 的解, 若满足:

(1) x1,x2,…, xt 线性无关;

(2) Ax  0 的任一解都可以由 x1,x2,…, xt 线性表示.

则称x1,x2,…, xt是 Ax  0 的一个基础解系.

若 x1 x2 ..., xt 是 Ax = 0 的一个基础解系，则 Ax = 0 的解空间

是由它的基础解系所生成的向量空间，即

   span 1 2 1 1 2 2 1 2, , , | , , , .t t t tS x c c c c c c Rx x x x x x        



一、齐次线性方程组解的结构
3. Ax = 0的基础解系的计算

后 n - r 列前 r 列

设 R(A) = r < n，为叙述方便，

不妨设 A 的行最简形矩阵为

11 1,

21 2,

,1 ,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n r

n r

r r n r

m n

b b

b b

b b
B









 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

 
 

    
 
 
 

    
 

1 11 1 1,

2 21 1 2,

1 1 ,

0,

0,

0.

r n r n

r n r n

r r r r n r n

x b x b x

x b x b x

x b x b x

 

 

 

   
    


    







1 11 1 1,

2 21 1 2,

1 1 ,

,

,

.

r n r n

r n r n

r r r r n r n

x b x b x

x b x b x

x b x b x

 

 

 

   
    


    







令 xr+1, …, xn 为自由未知量，则

对应的齐次线性方程组为



一、齐次线性方程组解的结构

1 11 1 1,

1 1 ,

1 1

n r n r

r r r n r n r

r

n n r

x b c b c

x b c b c

x c

x c

 

 





     
   
   
     

   
   
   
      
   


 



 

令 xr+1 = c1,  xr+2 = c2, …, xn = cn-r，则

11 12 1,

1 2 ,

1 21 0 0

0 1 0

0 0 1

n r

r r r

n r

n r

b b b

b b b

c c c 





       
     
     
       
     
     
     
  

 

  
     
     
     

 

  





 

齐次线性方程
组的通解

记作 x = c1x1 + c2x2 + … + cn-rxn-r ．(满足基础解系(2))

问: x1, x2 , … , xn-r会不会是齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系？



一、齐次线性方程组解的结构

11 12 1,

21 22 2,

,1 ,2 ,
1 2( )

1 0 0

0 1 0

0 0 1

n r

n r

r r r n r
n r

b b b

b b b

b b b
x x x








   
    
 
 

     
 
 
 
  
 




  






  


n − r 列

前 r 行

后 n − r 行

故 R(x1 x2 … xn-r ) = n − r .

所以 x1, x2 , … , xn-r 线性无关．(满足基础解系(1))

下证 x1, x2 , … , xn-r 线性无关．



一、齐次线性方程组解的结构
若x1, x2 , … , xn-r 是 Ax = 0 的解，则其为基础解系.

11 12 1,

1 2 ,

1 2, , ,1 0 0

0 1 0

0 0 1

n r

r r r n r

n r

b b b

b b b

x x x







       
     
     
       
     

       
     
     
     
     
     

  



  

1

2

1 0 0

0 1 0
, , ,

0 0 1

r

r

n

x

x

x





       
       
       
       
       

      


   

1 11 1 12 2 1,

2 21 1 22 2 2,

1 1 2 2 ,

,

,

.

r r n r n

r r n r n

r r r r r r n r n

x b x b x b x

x b x b x b x

x b x b x b x

  

  

  

    
     


     







1,1 11 12

2,2 21 22

,1 2

, , ,

n r

n r

r n rr r r

bx b b

bx b b

bx b b







        
                      
                

   ，则令

结论：x1, x2 , … , xn-r 是齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系.



【解的结构定理】 设 x1,x2,…, xn-r 为齐次线性方程组 Ax  0 的基

础解系, 则 Ax  0 的任一解都可以由x1,x2,…, xn-r唯一地线性表示.

即对任意的 x∈ S, 有:

该式称为 Ax  0 的通解.

一、齐次线性方程组解的结构

【定理1】设n元齐次线性方程组Ax  0的系数矩阵的秩R(A)=r<n,

则 Ax  0 有基础解系, 且基础解系中含nr个向量, 即: dim S = nr.

1 1 2 2  ( )x Rx x xn r n r ic c c c     

基础解系的所有线性组合



一、齐次线性方程组解的结构

例 求齐次线性方程组 的基础解系与通解．
1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

2 2 0

2 3          0

5 7 0

x x x x

x x x

x x x x

   
   
    

1 2 1 2 1 0 3 4

2 3 0 1 ~ 0 1 2 3

1 1 5 7 0 0 0 0

r

A

    
        
       

1 3 4

2 3 4

    3 4 0

     2 3 0

x x x

x x x

  
   

1 3 4

2 3 4

3 4

2 3

x x x

x x x

 
   

即

方法1：先求出通解，再从通解求得基础解系．



一、齐次线性方程组解的结构

例 求齐次线性方程组 的基础解系与通解．
1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

2 2 0

2 3          0

5 7 0

x x x x

x x x

x x x x

   
   
    

方法1：先求出通解，再从通解求得基础解系．

令x3 = c1， x4 = c2，得通解表达式

1 1 2

2 1 2
1 2 1 2

3 1

4 2

1 2

3 4

2

1

3

3 4

2 3

0

0 1

x c c

x c c
c c c c

x c

x c

x x

   
   



  
   


   
           




  
  
  

 
 




x1 x2 是原方程组的基础解系．



一、齐次线性方程组解的结构
方法2：先求出基础解系，再写出通解．

1 2 1 2 1 0 3 4

2 3 0 1 ~ 0 1 2 3

1 1 5 7 0 0 0 0

r

A

    
        
       

1 3 4

2 3 4

3 4

2 3

x x x

x x x

 
   

令
3

4

1 0
,

0 1

x

x

     
     

    
1

2

3 4
,

2 3

x

x

     
         

1 2

3 4

2 3
,  

1 0

0 1

x x

   
       
   
   
   

合起来便得到基础解系 .

，得

还能找出其它
基础解系吗？



一、齐次线性方程组解的结构

二、非齐次线性方程组解的结构

本节概要



二、非齐次线性方程组解的结构

[性质1] 若h1,h2都是 Ax  b 的解,  则h1h2是 Ax0 (导出组) 的解.

[性质2] 若h是 Ax  b 的解, x 是 Ax 0 的解,  则hx是Axb的解.

证 因为h1,h2都是 Ax  b 的解, 则 Ah1b, Ah2b,

故: h1h2是 Ax0的解.

证 因为h, x 分别是 Axb 和 Ax0 的解,  则Ahb,  Ax0

故: hx是Axb的解.

1. Ax = b解的性质

所以 A (h1h2)  Ah1Ah2 bb0,

所以A (hx)  AhAx b0b,



二、非齐次线性方程组解的结构
2. Ax = b解的结构

【分析】设h*为 Axb 的一个解, 则Ax  b的任一解 x 可表示为

x  (xh*)h* *x h

根据性质1, x 为 Ax  0 的解,  因此有 x  c1x1  c2x2 … cn-rxn-r,

其中 x1,x2,…, xn-r 为 Ax  0 的基础解系.

1 1 2 2    * ( )x Rx x x hn r in r cc c c      通解

Ax  b的特解

“Ax  b”的通解  “Ax  0”的通解 “Ax  b”的特解

故



二、非齐次线性方程组解的结构

例 利用解的结构求线性方程组 的通解．
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0,

3 1,

1
2 3

2

x x x x

x x x x

x x x x


    


   

     


解 对增广矩阵施行初等行变换

T

* 1 1
,0, ,0

2 2
h    

 

1 2 4

3 4

1
,

2
1

2 .
2

x x x

x x

   

  


1 1 1 1 0
1 1 1 1 0

1
1 1 1 3 1 ~ 0 0 1 2

2
1 0 0 0 0 01 1 2 3
2

r

A

                          

对应的方程组为

取 则2 4 0,x x  1 3

1
,

2
x x  得方程组的一个特解：

1
1 1 0 1

2
1

~ 0 0 1 2
2

0 0 0 0 0

r

   
 
  
 
  
 

可见 方程组有无穷多个解.( ) ( ) 2 4,R A R A  



二、非齐次线性方程组解的结构

则原方程组的通解为 *
1 1 2 2 1 2( , )x c c c c Rx x h   

   1 21,1,0,0 ,  1,0, 2,1 .
T Tx x 

1
1 1 0 1

21 1 1 1 0
1

1 1 1 3 1 ~ 0 0 1 2
2

1 0 0 0 0 01 1 2 3
2

r

A

     
    
         
   

        
 

对应的齐次线性方程组为

1 2 4

3 4

,

2 0.

0x x x

x x

  
  

取 及 ，
2

4

1

0

x

x

   
   

  

得对应的齐次方程组的基础解系为：

0

1

 
 
 

则 及 .
1

3

1

0

x

x

   
   

  

1

2

 
 
 
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